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Introduccioén

a duplicacién del cubo, la cuadratura del circulo y la

triseccion del angulo, constituyen los denominados
problemas especiales de la matematica griega. Su resolucién
ocupd los esfuerzos de los matematicos mas importantes de la
antigiedad, empleandose en ellos las técnicas geométricas mas
avanzadas de cada periodo. El éxito corond con creces este
esfuerzo, pues se obtuvieron mas de veinte soluciones diferentes.
El estudio de estas soluciones supone, por la cantidad y calidad de
las fuentes respecto de otros aspectos de la matematica griega, un
material privilegiado para conocer el desarrollo de las técnicas
geométricas durante el periodo considerado'. El enunciado clasico
de los tres problemas seria el siguiente:

[1] Para un estudio en profundidad del papel que jugaronlos problemas en el desarrollo
de la geomelria griega. ver (Knorr, 1986). quien dedica mas de 400 paginas al lema.
con muchisima informacién y notables puntos de vista.
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Duplicacion del cubo: dado un cubo cualquiera, construir
un cubo de volumen doble que el anterior.

Cuadratura del circulo: dado un circulo
cualquiera,construir un cuadrado que tenga su misma area.

Triseccion del angulo: dado un angulo cualquiera, construir
un angulo que sea la tercera parte de aquel.

Aunque normalmente se entiende que estas construcciones
debian hacerse solo con regla y compas, Knorr (1986: 345- 346)
sostiene que esta restriccion no tiene una base documental real,
prueba de ello serian las soluciones que estudiamos en este trabajo.

En cualquier caso, lo cierto es que la tradicién matematica
posterior ha entendido que estos problemas debian resolverse con
regla y compas, por lo cual siguieron ocu pando la atencién de los
matematicos hasta su completa resolucion, en sentido negativo, a
finales del siglo XIX: ninguno de los tres problemas es resoluble
con dichas restric ciones”.

Historia del Problema

I origen de estos problemas es diverso. Mientras que la

E cuadratura del circulo es un problema que aparece en

va rias culturas -probablemente de forma independiente-, y habia

sido tratado ya, circa. 1500 aC, por los matematicos egipcios en el

Papiro Rhind (Gillings, 1982: 139-146), los otros dos parecen
tener un origen propiamente heleno.

[2] Indicaciones detalladas de dicha imposibilidad pueden verse en (Courant-Robbins.
1981: 127-140) y (Dorrie, 1965: 128-137 y 170-177).
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Las versiones recogidas por
Eratostenes de Cyrene (s. III aC), sobre
los origenes de nuestro problema -y en las

que se basan los comentaristas
posteriores- van desde el supuesto error

cometido por el rey Minos al querer
duplicar la tumba de su hijo Glauco,

duplicando cada uno de sus lados -con lo

cual se octuplica el volumen (figura 1)-,

hasta la conocida anécdota

(probablemente falsa) de los sacerdotes de

Delos pidiendo a Platon que les ayudase a resolver el problema de
la duplicaciéon del altar, planteado por el oraculo. La cuestion
habria interesado a los matematicos de la época, siendo Hipocrates
de Quios (s. V aC) el primero en obtener algun resultado.

Fig. 1

A estas explicaciones de tipo externalista a x 2
generalmente admitidas por los comentaristas, Y p A=
Knorr (1986: 17-24) contrapone un punto de vista

alternativo (internalista), segun el cual, el origen

del problema estaria en las  propias

investigaciones  -bien  documentadas-  de X
Hipocrates de Quios sobre la media proporcional

entre dos segmentos3 (figura 2).

Dar el paso hacia el estudio de las dos ’ Fig. 2
medias proporcionales habria conducido a
Hipocrates a su descubrimiento de la equivalencia entre este
problema y el de la duplicacién del cubo.

Por nuestra parte, cabe destacar que, siendo el problema de
la duplicacién del cubo un caso particular del de la duplicacion de
un volumen cualquiera, su resolucion presenta aplicaciones a la
"duplicacion” de catapultas, tal y como lo atestigua el propio

[3] Se dice que x es media proporcional en proporcién continua entre dos segmentos
reclos. a y b, si. a/x = x/b. En el caso b=2a. x resuelve la duplicacion del cuadrado.

375



JOSE BARRIOS GARCIA a

376

Eratostenes. En este sentido, las soluciones conservadas pueden
considerarse textos de alta tecnologia militar.

La mas completa relacion de estas soluciones esta contenida
en los comentarios de Eutocio de Askalon (s. VI dC) a la obra de
Arquimides "Sobre la Esfera y el Cilindro". En ellos Eutocio
describe, con cierto detalle, las doce respuestas clasicas al
problema.

Hipocrates de Quios (470-400)

E ratdstenes lo sefiala como el primer matematico en obtener
resultados, si bien parciales, sobre la duplicacion del cubo;
atribuyéndole el descubrimiento de la equivalencia entre nuestro
problema, y el de hallar dos medias en proporcién continua entre
dos segmentos rectos dados.

En efecto, dados dos segmentos rectos cualesquiera, a y b,
se dice que dos segmentos, x e y, estan en proporcion continua
entreay b, si:

a/x=x/y =y/b.

De esta proporcion es facil deducir:

agsz_a xy_a
(x) “x y b b
@ 3 3
luego: —S=7 => X =(=)a
x

Ny

Con lo cual, construyendo "x" podremos aumentar el
volumen del cubo en la proporciéon k = b/a deseada, conservando
su figura. En particular, cuando b=2a se obtiene la duplicacion
buscada®

[4] De ser asi. Hipocrates habria empleado el llamado método de reduccién (basado en la
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Digamos ya que todas las soluciones que se conservan
abordan el problema a través del enfoque de Hipdcrates.

Arquitas de Tarento (430-365)

A rquitas de Tarento, militar y estadista, se ocup6 de la
mecanica tedrica y practica (automatas), de la aritmética
(progresiones y proporciones) y de la geometria. Es el autor de la
primera solucién conocida de la duplicacion del cubo. Su método
se basa en la construccidén de tres superficies espaciales: un
cilindro, un cono y un toro, cuya triple interseccion proporciona el
segmento buscado.

Esta sorprendente solucién tridimensional se basa en una
sencilla division del tridngulo rectangulo en tres
triangulos rectangulos semejantes cuyos lados se
encuentran en la proporcién buscada.

En efecto, sea APC un triangulo rectangulo
en P. Sea M el pie de la perpendicular a AC que
pasa por P (altura). Sea B el punto de AP donde la
recta que pasa por M y es paralela a PC, corta a

AP (figura 3). En estas condiciones, los triangulos g
APC, APM y ABM son semejantes, y se verifica:

AC/AP = AP/AM = AM/AB.

El problema se reduce, pues, a. dados dos segmentos
cualesquiera, a y b, construir un triangulo rectangulo en las
condiciones anteriores, tal que AC=a y AB=b.

Para construir este tridngulo Arquitas considera una
circunferencia ABC de diametro a=AC, y cuerda b=AB. Sobre

reduccién de un problema dado a olre equivalenle que quizas si sepamos resolver),
un precursor del potente método del analisis-sintesis. que tan buenos resultados
habria de proporcionar a la gecmetria de los siglos siguientes (Knorr. 1986: 23-24).

Fig. 3
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esta circunferencia construye las tres superficies de la siguiente
manera;

El cilindro (recto) tiene por base dicha circunferencia.
El cono se construye haciendo girar la cuerda AB
-prolongada- sobre el diametro AC.

Consideremos ahora una circunferencia
perpendicular a la anterior y compartiendo con ella el
diametro AC, comun a las dos. El toro -de diametro
interior nulo- se construye haciendo girar esta
circunferencia sobre su recta tangente en el punto A.

Restringiéndonos al cuadrante adecuado, la
solucion deArquitas viene dada de la siguiente forma:
la interseccion del toro con el cilindro genera una
cierta curva que corta al cono en un unico punto P,
que define la solucién al problema” (figura 4).

Eudoxo de Cnido (400-347)

A Eudoxo de Cnido, ese gran matematico y astronomo de
la Academia de Platon, se le atribuye una segunda solucion a este
problema de la que solo se conservan unas pocas indicaciones
ambiguas, lo que viene provocando serias discrepancias entre los
historiadores sobre su identidad.

Las indicaciones del propio Eudoxo y de Erastostenes
(recogidas por Eutocio), solo refieren que fue hecha por medio de
lineas curvas o de formas curvas. Pero en la versién que manejo
Eutocio, no sélo no se utilizan esas lineas, sino que se confunde
una proporcion discreta con una proporcion continua, cometiendo

[5] Para una posible reconstruccion del analisis de Arquilas. ver (Knorr, 1986: 51-52).
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un error que invalida toda la demostraciéon: es por ello que no
proporciona mas detalles en su relacion de soluciones.

Dado que un matematico tan competente como Eudoxo no
habria cometido semejante error, debemos pensar que Eutocio
manejaba una version alterada y defectuosa de la verdadera
solucién de Eudoxo. Pero ;Qué solucién era ésta?: los
historiadores han sefialado, al menos, cuatro posibles
reconstrucciones distintas (Knorr, 1986: 52-61):

A) la primera parte del mismo analisis del tridangulo
rectangulo que llevaba a la construccién de Arquitas:

En efecto, todos los triangulos
rectangulos de hipotenusa a=AC, se
encuentran sobre la semicircunferencia
de diametro AC. Si consideramos en
orden la secuencia de todos estos
triangulos, trasladando su  vértice
superior P sobre la semicircunferencia
desde C hasta A, los correspondientes

puntos B de todos estos triangulos A
generaran una curva. El triangulo
solucidon se obtiene cuando esta curva
intersecta a la circunferencia de centro A

y radio b (figura 5).

B) En 1884, Tannery proporciond otra reconstruccion,
basada en la proyeccién de la curva de interseccion del toro con el
cono, sobre el plano horizontal de la construccién de Arquitas.

C) En 1979, R. C. Ridell propuso una tercera reconstruccion,
basada en el modelo geométrico-astronémico de Eudoxo.

D) Por ultimo, Knorr (1986: 57-61), después de analizar las
tres propuestas anteriores, se inclina por considerar una cuarta
posibilidad: que Eudoxo haya sido el verdadero descubridor de la
configuracién de triangulos rectangulos semejantes que da lugar a
la solucion falsamente atribuida a Platon, y hubiese creado una

H W W

Fig. §
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curva plana (ofiuride) que la resolviese. La veremos pues, en el
siguiente apartado.

Pseudo-Platén

L a solucién falsamente atribuida a Platon se
basa en el descubrimiento de la siguiente
disposicion de triangulos semejantes, todos
rectangulares: (Figura 6)

Que no es mas que la concatenacién de dos
medias proporcionales simples, verificandose, por
Fig. 6 tanto:

AC/AP = AP/AM = AM/AB

La solucion describe, pues, un aparato mecanico (también
llamado "pie de zapatero") que permite, dados los segmentos
=AC y b=AB, dispuestos con el vértice A en comun y
perpendiculares uno a otro, terminar de construir la figura
requerida. '

El aparato esta formado por cuatro
varillas iguales dos a dos, dispuestas en
forma de rectangulo. Mientras tres de
ellas permanecen fijas, la cuarta puede
deslizarse sobre los dos lados contiguos,
siempre paralelamente al lado puesto.

Pivotando uno de los lados
adecuadamente sobre B, de forma que un
vértice descanse sobre AM
(prolongado), y otro vértice sobre AP
(prolongado), podemos ir encontrando
los puntos correspondientes sobre el
segmento AC (prolongado), hasta dar
con la solucion "exacta" (figura 7).
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Se han barajado distintas hipotesis
sobre quien fue el verdadero descubridor P p"
de esta disposicién de triangulos. Para
Heath (1981: 255-256), esta solucion
estaria basada en la de Menecmo (ver \
mas adelante). Para Knorr, el
descubridor habria sido el propio \”‘ N*

Eudoxo, quien habria resuelto la 7¢ A
configuraciéon deseada trazando, punto a
punto, la curva (ofiuride) que define el 8

vértice  superior de todas las /
configuraciones definidas por B y C

Fig. 8
(figura 8). ‘&

Menecmo (374-325)

Eutocio describe dos soluciones de Menecmo, hermano de
Dinostrato (cuadratrix) y discipulo de Eudoxo, basadas en el uso
de las secciones conicas.

En efecto, de:

b/x =x/y =y/a

se deduce:
x% = by (1)
y’=ax @)
xy = ab 3)

que son las ecuaciones de dos parabolas referidas a sus ejes, y de
una hipérbola rectangular referida a sus asintotas, respectivamente.

Desde luego, la interseccion de dos cualesquiera de estas
curvas proporcionara la solucién buscada.
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Fig. 9

En su primera solucion, Menecmo intersecta
() y (3). (Figura9)

En la segunda, intersecta (1) y (2). (Figura
10)

Ahora bien, admitir esta demostracion
significa admitir que Menecmo conocia o descubri6é
las propiedades basicas de las secciones del cono.
Sin embargo, ni la critica textual ni el contexto
histérico apoyan mucho esta idea.

Para explicar esta aparente contradiccion,
Knorr (1986:61-66) ha propuesto una via
alternativa para el descubrimiento de Menecmo
(figuras 11 y 12), basada en la misma disposicion de
triangulos que estaria en la base de los métodos de
Eudoxo y pseudo-Platon. Solo mas tarde se habrian
identificado las curvas planas descubiertas por
Menecmo, con las secciones del cono.

3 Eratostenes de Cyrene (276-195)

Fig. 10

P r-

5

v
P

"| ni Hll
- 3 /;
v
c /c‘ A TR e
. Fig. 11 Fig. 12
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E ratdstenes es el autor de una solucién mecanica basada en
la siguiente configuracion de triangulos:

Donde es facil ver que: A

AEBF = AK/BK = FK/GK = 8
BF/CG = BK/CK = GK/HK = b
CG/DH

Luego: E F 6 i
AE/BF = BF/CG = CG/DH.

Eratéstenes propone, pues, un Fig. 13
aparato formado por tres triangulos
rectangulos iguales (AMF, MNG y
NQH) que se deslizan

horizontalmente sobre un rectingulo
(AEXY), pudiendo superponerse
unos sobre otros (figura 14).

Después de manipularlos € F [ M
adecuadamente podremos conseguir
la configuracion deseada,
resolviéndose el  problema
(figura 15).

Fig. 14
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Nicomedes (s. lll a.c)

L a solucién al problema dada por Nicomedes se encuentra
en su libro "Sobre concoides”, y segun Eutocio, es
extraordinariamente brillante y superior a la soluciéon de
Eratéstenes, a la que descalifica por impracticable y poco
geométrica.

Nicomedes resuelve el problema por medio de una curva
conocida como "Concoide de una recta" o "Concoide de
Nicomedes", definida de la siguiente manera:

Sea r una recta, O un punto, y hO una distancia dada (todo
en un plano). LLamamos concoide de esta recta, al lugar
geométrico de los puntos N, alineados con O y con M, tales que
MN=h, cuando N recorre la recta.

Concoide de recta (de Nicomedes)

Fig 1

Pappus y Eutocio comentan la soluciéon de
Nicomedes con ligeras variantes. Una exposicion
detallada del método es como sigue:

Sean AB y BC dos segmentos perpendiculares
dados (figura 2), completamos el paralelogramo
. ABCL. Sean D y E los puntos medios de AB y BC,
respectivamente. Trazamos una recta que pasa por L y
D, cortando a la prolongacion de BC, en G
Dibujamos la perpendicular a BC por E, y sobre ella
se elige el punto F, tal que CF=AD. Se traza el
segmento GF, y la paralela a él por C. Del haz de
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rectas que pasan por F, se elige aquella que determine con las
rectas BC y la paralela a GF por C, un segmento de longitud igual
a AD. Sea este segmento HK=AD=CF (es decir, se dibuja la
concoide de polo F, como directriz la paralela a GF por C, y
distancia AD).

La recta que pasa por Ky L, corta a AB en el punto M. Se
demuestra a continuacion que AM y CK son las medias
proporcionales buscadas:

De la figura 2 se observa que:
BK CK =EKZEC? y MAMB=MD*AD? (2)

Pues BK CK = (EK+EC) (EK-EC) y MA MB = (MD+AD)
(MD-AD).

Por otra parte, por semejanza de los triangulos MAL y LCK,
se tiene:

Y, teniendo en cuenta que AB=2AD y GC=2BC, obtendremos

MA _BC o que imnlica  2MA _ 2BC
AB—C, O que 1mplica AB—CK
esto es —A/L_4__G—C
AD ~ CK
rsemeianza: 2% = FH 4o qonde: MA_FH
y, por semejanza: <~ ="n, dedonde: =7

Pero HK=AD implica FH=MA, y por tanto, FH+HK =
MA+AD, es decir, MD=FK.

De (2) se deduce: MD? = MA MB+AD? , y dela figura 2:
FK? =EK? +EF? = EK? +(CF? -EC?) = BK CK+AD?

Como MD=FK, resulta BK CK=MA MB,
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CK _MB_AB _AM

dedonde:  —H=pr=CK = BC
ortanto: 4B _CK _AM
¥, P © CK AM~ BC

Con lo que queda demostrado que CK y AM son las medias
proporcionales buscadas.

Apolonio, Herén y Filon de Bizancio

L as soluciones al problema dadas por Filon ¢
de Bizancio (fl. -250 aC), Apolonio de Pérgamo
(-262, -180) y Her6n de Alejandria (h. 150 dC) son
basicamente la misma, y Unicamente presentan
ligeras variantes en el modo de dibujar la figura que ¢ 2
conduce a la solucién (figura 3).

Dados los segmentos AB y AC, se sitian A K 8
sobre dos rectas perpendiculares y se completa el
rectangulo ABDC. Al dibujar las diagonales, se Fig. 3

cortaran en el punto E. Con centro en E, dibujamos

una circunferencia que pase por B, C y D. Sea K el punto medio
de AB. El siguiente paso en la construccion es el que difiere en
estas tres soluciones:

-Apolonio construye la figura dibujando una circunferencia
con centro en E, y un radio apropiado de modo que los puntos de
corte de esa circunferencia con las prolongaciones de AB y AC,
estén alineados con el punto D (vértice del rectangulo).

-Her6n la construye colocando una regla que pasa por D, y
moviéndola hasta lograr que los puntos de corte de dicha regla con
las rectas AB y AC, determinen los puntos G y F, equidistantes del
punto E.

-Filén sita una regla que pasa por D y la mueve hasta lograr
que sean iguales los segmentos DF y HG de la figura.
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Las tres construcciones proporcionan los mismos puntos y la
misma figura. Los métodos de Apolonio y de Heron son
practicamente iguales, y en cuanto a la construccion de Filon, se
tiene que la mediatriz de HD sera también mediatriz de GF, y los
trniangulos GME y FME tienen catetos iguales, y por tanto, tendran
iguales sus hipotenusas EF y EG, con lo cual se ha llegado a la
construccion de Apolonio y Herén.

Demostremos que CG y BF son las medias proporcionales
buscadas:

Dado que F y G equidistan de E, se verifica AF-BF=GC -AG
(Euclides, I, 35).

AF _GC

De donde: G- BF

Dedonde: —&=—f%=—%x

Con lo que queda resuelto el problema.

Diocles

A D iocles (ifl. -190) proporciona una solucién
. al problema mediante una curva por €l construida, y

‘ . que se conoce como la "Cisoide de Diocles".
G oM H . Sean AB y DC dos diametros perpendiculares

P de una circunferencia (figura 4)
et
" En los arcos BD y BC tomamos los puntos E y
< ) F, de modo que los arcos BE y BF sean iguales.
a L

Dibuyjamos EG y FH, perpendiculares a DC.
Trazamos CE, y sea P el punto de corte de CE y FH.
Se define la cisoide como el lugar geométrico de los
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puntos P que corresponden a las distintas posiciones de E en el
arco BD y F en el arco BC, de modo que BE=BF.

) . : GC HC HD HF
Por semejanza de triangulos se tiene: ——===—

GE _HP ° HF HC

e ok tene | HD _HE _HC
Pero, GC=HD y GE=HF, luego: HF =~ HC ~ HP

relacion valida para cualquier punto P de la cisoide.

Si se quiere hallar las dos medias proporcionales entre dos
segmentos dados, a y b, se procede como sigue:

Sobre OB se elige K, de modo que: 9D _a

OK b

La recta DK corta a la cisoide en el punto Q, que a su vez
determinara el punto M sobre DC, y el punto L sobre la
circunferencia.

b . a_OD DM
Se tiene: DM MO de donde: b~ 0K~ MO y por la
propiedad de la cisoide:

DM ML MC 3
ML ~ MC ~ MQ

con lo cual ML y MC son las dos medias proporcionales entre MD
y MQ.

Para simplificar, llamemos o a la razon o = —— = b
PSS " DM~ MQ
Las proporciones en (3), podemos escribirlas como sigue:

aDM _ oML _ aMC
oML  oMC  aMQ

ahorabien,a DM=a, y o MQ=b,es decir:
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a_ oML _oMC
oML aMC b

Para tener resuelto el problema

basta determinar los segmentos M’'L’

L y M’C’ de la figura S, que seran las

i medias proporcionales buscadas entre
ayb,estoes:

D . _ ' ) a _ML _MC

Sporus y Pappus

L as soluciones atribuidas a Sporus de Nicea (S. I dC) y
Pappus (280-340) son practicamente iguales a las de Diocles, con
la diferencia de que en lugar de utilizar la cisoide, usa una regla
que pasando por un punto, determine cierta pareja de segmentos
iguales.

La figura 6 muestra la construccion de
Sporus, y afiadiendo los segmentos punteados se
obtiene la de Pappus.

Dados los segmentos DO y OK se dibuja la
circunferencia de radio OD, y sobre el diametro
perpendicular a OD se sitia OK. Se traza la cuerda
DI pasando por K. Se sitia una regla que pase por
C, de modo que al cortar a DI, AB y la
circunferencia determine tres puntos Q, T y R, tales
que QT=TR. Por Q y R se trazan perpendiculares a
DC, que determinaran los puntos M y N. Por
construccion OM=0N, ya que QT=TR (el punto Q perteneceria a
la cisoide de Diocles).

Por semejanza de los triangulos CNR, SMC y CMQ, se tiene:
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CN _SM _MC
RN MC ~ MQ
- . CN_RN _MC
como SM=RN| resulta: RN~ MC ™~ MO 4

Es decir, RN y MC son las medias proporcionales entre CN y MQ;
ahora bien, el problema consiste en hallar las medias
proporcionales entre OD y OK.

Por la semejanza de los triangulos CNR y COT, por un lado,
y DOK, DMQ, por otro, se tiene:

RN _CN DM _MQ ,
OT " OC_ 0D OK Fig. 7

Llamemos o alarazén: o= RN
: or

con lo que resulta: CN=a OC c -
RN=q. OT M 0
MQ=a OK

oaOC _ aOT oM C
oaOT oM C oOK

0OC_ OT MC
OT ~MC~ OK

De (4) resulta (figura 7):

esto es:

Por tanto, OT y M’C son las medias proporcionales buscadas.
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