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Antecedentes historicos

El cdlculo de dreas y voliimenes constituye uno de los temas recurrentes de las
matematicas desde la mds remota antiglicdad hasta nuestros dias, y en haber hallado
una solucién adecuada basan éstas buena parte de su prestigio. Las técnicas desarro-
lladas por las diferentes civilizaciones cn este targo espacio de tiempo recorren un
sinfin de métodos. En lo que podemos llamar matematicas occidentales la bisqueda
de soluciones exactas en linea con los descubrimientos de los gedmetras griegos lle-
vard primero al mmétodo de exhaucion y después al cilculo integral.

La naturaleza del continuo geométrico forma parte de los problemas relaciona-
dos con esta busqueda, pucs (de qué estdn formados un segmento de recta, un trozo
de plano o una porcion de volumen? ;Qué le sucede a una figura geomdétrica cuando
la dividimos una y otra vez cn partes cada vez mds y mads pequenas?

Tal cuestion suscité un debate amplio y profundo entre los gedmetras gricgos
que no cabe reproducir aqui. Senialemos tan sélo que hubo dos grandes posiciona-
micntos: los partidarios del atomismo frente a los partidarios de la infinita divisibilidad.
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Representantes destacados de ambas posturas fueron Demécrito de Abdera (460-370),
y Aristdteles de Estagira (384-322), respectivamente '

Demdcerito sostuvo que los cuerpos fisicos cstaban compucstos en tiltima instan-
cia por dtomos indivisibles y parece haber aplicado esta idea a las matematicas. Da-
do que sus cscritos gecométricos se han perdido sélo cabe especular sobre la verdadera
naturaleza de sus ideas, pero algunos autores han argumentado que estas le permitie-
ron descubrir que dos pirdmides triangulares con igual base y alwura ticnen ¢l mismo
volumen. Para cllo habria descompuesto los dos pirdmides ¢n un nimero indefinido
de sceciones planas o ldminas indefinidamente delgadas paralelas a las bases. Com-
parando entre si las secciones que se encuentran a la misma altura, v viendo —por
semejanza— que son iguales, concluiria que las dos pirdmides tienen ¢l mismo volu-
men (Figura 1).

P

Fig. |

Este resultado le permitirfa argumentar que el volumen de una pirdmide (o un
cono) e¢s la tereera parte del prisma (cilindro) que tiene su misma base y altura. Para
cllo basta ver que toda pirdmide triangular define un prisma, con su misma basc y
altura, que pucde descomponerse en tres pirdmides, todas de igual base y altura,
una de las cuales es la dada. El resultado se extiende ficilmente a cualquicr pirdmide
de base poligonal, y en ¢l caso del cono se consigue aumentando ¢l nimero de lados
de la piramide (Heath 1981: 176-181).

L Ya antes Zendn de Elea (490-425) habia divigido sus famosas cuatro paradojas sobre el movi-
micnto a cuestionar tanto la teorfa atomista (paradojas de Lit Flecha y LBl Estadio). como la mnfinita
divisibilidad (paradojas de La Dicotomin y de Aquiles). Ver Heath (1981 275).
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Estos teoremas sélo serfan rigurosamente demostrados mds adelante por Eudoxo
de Cnido (400-347), empleando el método de exhaucion desarrollado por él 2, Mds
tarde pasarian a formar parte del Libro XII de Los Elementos de Euclides (322-285).

Aristoteles sostuvo que al dividir ¢l continuo en trozos cada vez mds y mds pe-
quenos se seguirian obtenicndo continuos de la misma naturaleza que el de partida,
sin que se pudicra aislar nunca un elemento minimo indivisible. Segin esta opinién,
la prucba de Demdcrito seria inaceptable.

Como en tantas otras cuestiones, el enfoque de Aristéieles —acreditado por Eudoxo
y Euclides— prevalecié en la comunidad cientifica. Pero no por unanimidad, Arqui-
medes de Siracusa (287-212), Nicolds de Oresie (1323-1382), Galileo Galilei (1564-1642),
Johann Kepler (1571-1630), Bucnaventura Cavalicri (1598-1647) v Evangelista Torrice-
I (1608-1647), cntre otros, no dudaron en avanzar por Ia direccion que ya scnialara

Demdcerito. Entre quienes lo hicieron de forma mis decidida figuran Arquimedes y
Cavalieri.

Arquimedes, en efecto, utiliza en El Mérodo ¢l tipo de argumentacion atribuido
a Demdcerito plantcando la posibitidad de calcutar dreas y vollimenes de tiguras ope-
rando mediante métodos mecdnicos sobre las secciones que las componen. Conside-
ra, sin embargo, (e este tipo de razonamiento. aunque de gran valor heuristico, no
proporciona una demostracion totalmente satisfactoria de los resultados que deben ser
veriticados rigurosamente por otras vias 2. En la prdctica, y hasta la creacion det cal-
culo infinitesimal ¢en ¢l siglo XVII, ¢l método de exhaucion.

Cavalicri serd quicn —atin mantenicndo una postura ambivalente respecto a la com-
posicion del continuo— se atreva a proponer una fundamentacion rigurosa del cileulo
de dreas y voldmenes de figuras mediante los infinitos segmentos rectos o infinitas
superficics planas que las componen, y que ¢l Hama los indivisibles de la figura. Para
cllo intentard, con relativo éxito, una fundamentacion rigurosa de sus indivisibles ba-
sdndosc en la teorfa de magnitudes de Euclides. Su sofisticado método le permitird
obtener importantes resultados sobre cuadratura y cubatura de figuras lo que explica
¢l éxito que obtuvo en su época, especialmente en la version simplificada desarrollada
por su amigo Lvangelista Torricelli.

Sin embargo, tanto las dudas que plantcaban sus fundamentos como la oscuridad
con que escribid sus tratados motivaron que su obra fuese contradictoriamente enten-
dida por los matemiticos, sucumbicndo pronto ante ¢l ecmpuje de los mucho mds po-
tentes y cficaces métodos algebraicos que por cntonces se gestaban cn Europa.

2. Sobre ef método de exhaucion ver Delgado (1992).

3. Una discusion sobre los motivos que podrian haber inducido a Arquimedes a negar T rigurosidad

de su método puede verse en Vega (1992).
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Y 2

En nuestra ponencia trataremos de acercarnos al papel que jugaron sus ideas en
el desarrollo del cdlculo infinitesimal.

Biografia

Bucnaventura Cavalieri nace en Mildn hacia [598. Durante su juventud en csa ciudad
entra en contacto con la orden de los Jesuatas * en la que ingresa a los 17 afios y don-
de permanecerd hasta su muerte. Entre 1616 y 1620 (con excepeion de un ano de es-
tancia en Florencia hacia 1617) reside en el convento de la orden en Pisa, ciudad en
la que muy pronto atiende las lecciones de matendticas del benedictino Benedeuto Cas-
telli, discipulo a su vez de Galileo Galilei.

Los progresos de Cavalieri son rdpidos. LEn 1617 entra en contacto con Galileo.
En 1618 sustituye temporalmente a Castelli en sus clases de matemaiticas en Pisa. En
1619 aspira a una plaza vacante de profesor de maiematicas en la universidad de Bolo-
nia, que en su opinion no consigue por la animadversion de Roma hacia su orden.
Entre 1620 y 1628 tmparte clases de matematicas en Mildn, Lodi y Parma. En 1629
obticne, probablemente por medio de Galilco, una plaza temporal de profesor en la
Universidad de Bolonia que ocuparid hasta su muerte en 1647

Entre 1619 y 1641 manticne una abundante correspondencia con Galileo a quien
envia mds de un centenar de cartas sobre lemas cicentiticos que éste responde espori-

4. Esta orden fue creada en 1367 por ¢l papa Urbano V para prestar ayuda a tas victimas de la peste
bubdnica que asolaba Furopa por esas fechas. Con ¢l ticmpo la orden entrd en declive y su rama masculina
fuc disucha por ¢l papa Clemente IX en 1668, Su poca difusion y corta existencia ha motivado que, en ocasio-
nes, Cavalieri haya sido crrénemente considerado miembro de ta mucho miis conocida orden de los Jesuitas.
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dicamente. También mantiene una estrecha relacion con Torricelli, e intercambios con
cientificos de distintos paiscs europeos.
La Figura 2 muestra un retrato de Cavalicri conservado en ¢l archivo fotogrifico
del Civici Musei de Mildn (Andersen 1985: 290).

Obra publicada

Sus intereses cientificos se centraron principalmente en la geometria, los logarit-
mos, y la astrologia, materias sobre las que Ilegd a publicar once libros:

1632a Directorium generale vianometricum, in quo trigonometriae logorithnicae
Jundamenta {...). Bolonia.

1632b Lo Specchio vstorio ouero Tiatato delle settioni coniche. Bolonia (2% ed.
Bolonia 1650).

1635 Geomerria indinisibilibus continnorumn noua quadam ratione promoita. Bo-

lonia. (2" ed. Bolonia 1653). (Traduccion al ruso comentada de los Libros
Iy II por S. J. Lure, Moscii-Leningrado 1940. Traduccion al italiano y no-
tas por Lucio Lombardo-Radice, Turin 1966).

1638 Compendio delle regole de triangoli. Bolonia.

1639a Centuria di varii problemi. Per dimos trare 'uso e la faciliu de logaritini
nella gnomonica, astronomica, geograffia, altimetria, pianimetria, stereo-
metria, & aritmetica praitica. Bolonia.

1639b Nuona pratica astrologica. Bolonia.

1640 Appendice della nuona pratica astrologica. Bolonia.

1643 Trigonometria plana et sphaerica. Bolonia.

1646 Tranato della ruota planetaria perpetua e dell 'uso di quella. Bolonia. (Pu-

blicado bajo ¢l pscuddnimo de Silvio Filomantia).

1647 Fxercitationes geometricae sex. Bolonia (reimpresion, con introduccion de
Enrico Giusti, Bolonia 1980). (Traduccidn al ruso comentada del Libro IV
por S. J. Lure, Moscu-Leningrado 1940. Traduccién al itahiano del Libro
[T y notas por Lucio Lombardo-Radice, Turin 1966),

S. f. Tavola prima logarithimica. Tavola seconda logarithimica. Bolonia.

El método de los indivisibles

Aunque desde 1621 mantenia correspondencia con Galilco sobre su método, las
dudas que le seguian planteando sus fundamentos hicieron que retrasara su publica-
cion hasta 1635 (Geometria) y 1647 (Exercitationes), las dos obras donde se ocupard
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de exponer con detalle los resultados alcanzados ». El contenido de estos dos libros
serfa cl siguicnte (Andersen 1985: 1.3):

Geometria 1635 (siete libros):

Libro I:  Expone cucstiones previas referentes a figuras planas y solidas. Teoremas
introductorios.

Libro II:  Presenta una primera version del método de los indivisibles (método colec-
tivo), y prucha algunos tcorcmas generales sobre coleeciones de indivisibles.

Libros 111, Aplica los tcoremas del Libro IT a ta cuadratura y cubatura de figuras

IV y Vi relativas a las secciones conicas.

Libro VI: Lo dedica a la cuadratura de ta espiral y otros resultados sobre cilindros,
esferas, parabotoides y esferoides.

Libro VII: Presenta una segunda version det método de los indivisibles (método dis-
ributivo).

Exercitationes 1647 (seiy libros):

Libro 1@ Presenta una version revisada del método colectivo, sugiriendo algunas
simplificaciones.

Libro II:  Desarrolla una nueva presentacion del méodo distributivo.

Libro Il Decficnde su método frente a las acerbas criticas del suizo Paul Guldin
(1577-1642).

Libro 1V: Presenta una generalizacion del método colectivo que e permite trabajar
con curvas algebraicas de grado mayor que dos.

Libro V:  Dectermina centros de gravedad basdandose parcialmente en el método de
los indivisibles.

Libro VI: Presenta material misceldnco.

Cavalieri intentd dotar a su cdlculo con indivisibles de todo ¢l rigor de la mate-
madtica gricga claborando una sofisticada maquinaria conceptual que resulta muy di-
ficil de resumir en unos pocos folios sin traicionar a su autor, dada la extension,
dificultad, originalidad y oscuridad de su obra, por otra parte de muy dificil acceso .

S, Lafarga gestacion de estos dos libros, y sus discusiones con Galileo sobre el mancjo de infinitas
lincas (en acto) pucden verse en Andersen (1985: 1.4, 1X. D). Al parceer Galileo, aunque ¢l mismo utili-
zara Jos indivisibles en algunia ocasidn, no termind nunca de aprobar ¢l método de Cavaliert.

6. Atortunadamente, una excelente recopilacion de sus ideis —muy a menudo malinterpretadas
en la literatura— pucde verse en Andersen (1985), donde ¢l lector encontrari una completa y valiosa
fuente de datos ¢ interpretactones sobre el método y su difusién por los circulos matemiticos de la
dpoca. En gran parte mi exposicion se basa en dicho trabajo. Ver también Andersen (1984).
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En la Figura 3 reproducimos una pdgina del Libro VII de Geometria (Struik
1969: 212). Como sc observa en ella, Cavalieri procede de forma retdrica sin apenas
simbolismo algebraico, lo que hace farragosa y dificil la lectura de sus obras.

iph, SV, quod , & de cxteris quibufeuna; ipfi L AD, panlidisia
viraque hgura hiquidd apparct . Quod viriars Vi gurk, Ve,
DZ&, congruat necellario pacufigurx, ¢ £a.& nun (Iv 1, dum it
tuperpofitio tali lege, quali d:Quin eft, fiv anonilzahiiue. Cum
cum dudlis quibuicung;ipfi, A, para.ichs conceptx in figures
iplarnn purtioncs , quE ceant fibuin ducceuir, achuc piil lupur-
pofitioncin inancant by in drcdium, dha viro antciuycrpolitios
nem cilent ex hypoteh zquales , crgn poft tuperpoliconem pore
tiones paraliclarum ipfi, AD,in bgurs juperpufitn cuncept erat
pariter xquales, 70 cx.g. QR, ST, fimul luingtx :tqt::bunlur wh,
SV, crgo nifi virxque, '.)i.‘. ST, cangruant tuir, SV, cungrucite
parte alicui parti, ¥I, ST, iph, ST, 1, QR,aquabsiph, ¢ v, &,
QR, quidem entin refiduo figura, BZ& , twparpofix, 1V, verd
inreGidua figurx, € 84, cu Stlupearpotino s kadem mudo ulten-
demus curCuby; Paralie & iph, AD, concepre inrefiduc,fguia, B
Z&, fuperpofiva, quud Lt sy, rapondercin diredtan yyu i
lewn reclam lincain, que crit §n refiduo nguce, € A4, Cut hC tuper-
pofitio, crguluperpolitione haclege fadta, v wyerelt atguid
de figura v 03, quod gun cadatiup:r hguram, cul ftiu-
perpolitiu, ffe il reliquz Fgurx ahquid et fuperale fuper
quad n:hid fie fuperpifitn, Com utem vhicuq, reflx lincx
paraliels, AD, conceptz mrefiduo, velrehiduis (qora poflunt elfe
pures hgure redduc Lgus e, bed flug, CR T fupsrenr 1z, ree
ipondeat o ducionn b relidyo, vel retiduis Lgurx s f BA, miare-
&3 inca, mamfeltume hay refiduds tgurss , fue cot uuzra 3g-
grezaty, chuin aiden paralldis, cun crgo radua Bgur,HB 597
[

Fig. 3

La csencia del méiodo consiste en dividir las tiguras planas ¢n segmentos rectos
paralclos a un scgmento dado. Andlogamente, sc dividen los voltimenes en superfi-
cies planas paralelas a un plano dado. Lstos clementos minimos en que divide a una
figura los Hama Cavalieri los indivisibles de la figura, Sobre esta base mantendrd
que: dos superticies planas o dos volimenes cualesquicra (con la misma altura) guar-
dardn entre si la misma relacion que guarden sus indivisibles, dicho de otra manera,
comparando sus indivisibles podremos conocer la relacion que guardan sus dreas
o voltimenes. Sin embargo, presenta dos modos de levar a cabo esta comparacion:

Método colectivo: se comparan todos los indivisibles de una figura tomados de
forma colectiva, con todos los. indivisibles de fa otra figura tomados también de for-
ma colectiva.
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Método distributivo: se comparan por separado cada uno de los indivisibles de
una figura con el correspondiente indivisible de la otra figura 7.

Dado que Cavalieri le dio preeminencia al primer método frente al segundo, nos
ocuparcmos casi exclusivamente de él, scialando con cierto detalle su fundamenta-
cién y algunos de los resultados alcanzados.

Las colecciones de indivisibles

Desarrollando con habilidad su método, Cavalieri clabora diversos tipos de coleccio-
nes de indivisibles que le permiten tratar una gama muy variada de figuras gcométricas.

Entre estas colecciones se encuentran las formadas por todos los puntos de un
segmento recto, todas las [ineas de una figura plana, todos los planos de una figura
solida, todas las figuras planas similares construidas sobre las Iineas de una figura
plana dada, o todos los rectingulos formados a partir de dos figuras planas dadas.
Dctallemos algunos de cstos conceptos (Andersen 1985: HI-1V).

Todas las lineas TL(F)

Si a través de tangentes opuestas a una figura plana dada se dibujan dos planos
paralelos ¢ indefinidamente extendidos, bien perpendiculares o bien inclinados al
plano de la figura dada, y si uno de los planos paralelos se mueve hacia el otro
permaneciendo paralelo con él y hasta coincidir con él; entonces las rectas indivi-
duales que durante el movimiento forma la interseccién entre el plano que se mueve
yla figura dada, tomadas colectivamente, se Haman todas las lineas (omnes lineae)
de una figura tomadas con una de ellas como directriz (regula); esto es cuando el
plano es perpendicular a la figura [recti transitus]. Sin embargo, cuando los planos
estdn inclinados con respecto a la figura las lineas se denominan todas las lineas
de la misma figura dada con respecto a un transito oblicuo (obliqui transitus), la
directriz sigue siendo, de forma similar, una de ellas.

(Geometria, Dcfinicion 11.1)

A la coleccién de todas las lineas de una figura plana F tomadas respecto de
una regula, la notaremos por TL(F), asumicndo que no hay confusion respecto a
la regula (Figura 4) 3.

7. La creacion de este segundo método parcee huber sido un intento de mejorar la fundamentacién
de su teortu frente a las reticencias que mostraba Galileo por ¢l métado colectivo (Andersen 1985: 1X.1).

8. Ln esta y on tas siguientes definiciones simplificamos ligeramente la notacion propucsta por
Andersen (1985).
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E TL(F)

Todos los planos TP(S)

En la siguiente definicién (11.2), Cavalieri extiende ¢l concepto a figuras sélidas
que posean dos planos tangentes opucstos. Asi, rodos los planos de una figura sélida
S, tomando uno de los planos tangentes como regula, son todas las figuras planas
TP(S) que produce la interseccion de la figura solida con un plano que s¢ mueve
entre los dos planos tangentes paralclamente a la regula (Figura 5).

TP(S)

Fig. 5
Todos loy cuadrados TC(F)
Dada una figura plana F, Cavalieri también considera colecciones de figuras planas,

paralclas y semcjantes cntre si, construidas sobre cada una de las lincas de F. En
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particular, rodos los cuadrados de F, que notaré TC(F), serdn todos los cuadrados
que tienen por lado una linca de F (Figura 6).

8

F TC(F)

Fig. 6
Todas las potencias n-ésimas TL" (F)

Cavalicri extiende el concepto anterior considerando para una figura plana F lo
que Hamarcmos rodas las potencias n-ésimas de las lincas de F, y notaremos por
TL" (F). En los casos n = 1, 2 sc tiecne TL! (F) = TL(F) y TL* (F) = TC(F).

Todos los recrdngulos TR(F, G)

Dadas dos figuras planas F y G con una misma altura y regula comin, rodos
los rectangulos de las dos figuras son todos los rectdngulos [ x g tormados a partir
de todos los pares de lineas correspondicntes. [y g, de las dos tiguras (Figura 7).

Fig. 7
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Fundamentacion del mérodo colectivo

La intencion de Cavalicri es demostrar que las colecciones de indivisibles (o
mas exactamente, las clases de equivalencia definidas por la relacion de congruen-
cia) son magnitudes en ¢l sentido estricto de Los Elementos de Luclides, pero su
argumento se debilita en varios puntos debido tanto a tas propiedades de los indivisi-
bles que asume implicitamente, como a los problemas que presenta ¢l mancjo de
infinitos indivisibles en cada coleccion (Andersen 1985: V).

Restringiéndonos a figuras planas (¢l proceso ¢s andlogo en dimension superior),

¢l orden ¢n que procede Cavalieri es ¢} siguicnte:

Definicion 11.1 Todas las lincas de una figura plana, TL(F)

Postulado 111 F congruente con G => TL(F) congrucnte con TL(G)
Teoremna 111 TL(F) y TL(G) son magnitudes que ticnen razén ¥

FEscolio Lo que se usa en la comparacion no ¢s ¢l nimero de lineas de

una coleccidn sino fa magnitud que es igual, congrueite con,
el espacio ocupado por estas lineas.

Teorema 11.2 F=G= TLF) = TLG)©

Teorema 1.3 F:G = TL(F) : TL(G)

Asunciones implicitas. El principio ut unum
En todo este proceso Cavalieri asume implicitamente varias propiedades de las
colecciones de indivisibles y sus relaciones con las tiguras, que utiliza pero no explicita.
Estas propicdades sou:
Dadas dos colecciones Ay B de la misma clase:
ILA<BOA=B6A > B
2. Ay B pueden sumarse. Ll resultado A+1B ¢s una magnitud de la misma clase
que Ay B.
3. Si A > B, B puede ser substraido de A. El resultado A-B ¢s una magnitud de
la misma clase que Ay B.

9, Para probarlo wiliza la Delinicion V.4 de Buclides: dos magnitudes tienen razdn una a otra cuando
al multiplicarse son capaces de exceder uniea otra, La demostracion esti poco cuidadit y presenta entre
otros problemas la cleccion det maximo de una cantidud intinita de segmentos,

10, Su demostracion conlleva un problema de proceso infinito.
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Dadas tres figuras F, G y H de la misma clase:
4. F = G + H = TL(F) = TL(G) + TL(H).
5. F > G = TL(F) > TL(G).

Y el crucial principio wt wnim:

6. Como un antecedente es al consccuente, asi son todos los antecedentes a todos
los consccuentes .

Principio de Cuvalieri

Pero Cavalicri basard en gran parte la obtencion de resnltados en su siguicnte
tcorcma, mds conocido como principio de Cavalieri:

Si dos figuras planas (o sélidas) tienen igual aluira, y si las secciones hechas
por rectas paralelas (o planos paralelos) a las bases y a igual distancia de ellas es-
in stempre en una misma razon, entonces las figuras planas (o sélidas) estan tam-
bién en esa misma razon.

(Geometria, Teorema 11.4)

Su demostracion se sigue inmediatamente del prineipio ws winnn 'y ¢l Teorema 11.3.

Aunque en la actuatidad las debilidades que presenta su fundamentacién lo han
exchuido de lo que se entiende por malemadtica rigurosa, sigue siendo un instrumento
ltil en cursos introductorios a la gecometria como justificacion plausible de resulta-
dos bdsicos, de otro modo inaccesibles a quicnes no estén iniciados en las técnicas
mds complejas del método de exhaucién o del cdlculo integral.

Como ilustracion —y abandonando por un momento ¢l contexto histérico— vea-
mos algunas aplicaciones sencillas pero potentes, de utilidad en el aula.

Figuras distorsionadas

La Figura 8 muestra como utilizar este principio para argumentar la conserva-
cion del volumen en figuras adecuadamente distorsionadas. Dado que las tres figu-
ras ticnen la misma altura y sus seccioncs paralelas a las bases son iguales, las tres
ticnen ¢l mismo volumen.

1. En ¢l caso de fNiguras planas su significado serfaz si dos figuras planas F y G ticnen sus bases
situadas sobre una misma recta. ticnen la misma altura. y todos los pares de seeciones correspondientes
Fy g, en TLEF)Y y TL(G) . estin en una misma razon, entonces TL(F) y TE(G) estin en csa misma razon.
Como veremos después, Cavalieri generalizaeste principio o otros tipos de refaciones entre las lincas.

316



LA GEOMETRIA DE LOS INDIVISIBLES: BUENAVENTURA CAVALIERI

Area de la elipse

Como se deduce de as ecuaciones de la elipse de semicjes a y b, y del circulo
de radio a mostrados en la Figura 9, sus respectivos indivisibles [y i estan en la
proporcion ! /m = b /a. Del principio de Cavaliceri se deduce que las dreas de las
dos figuras estdan en la misma proporcién. Es decir:

4 b 5 Arcadelaclipse _ b Areade laelipse = 7. a - b
n a Area del circulo a
L 1
Ji 1
1 - |
| ]
Fig. 9

Volummen de la esfera

Consideremos una semicsfera de radio r y un cilindro de radio r y alura r al
que le sustracmos ¢l cono que tiene por base la tapa superior del cilindro y por vérti-
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ce ¢l centro de la basc inferior del cilindro (Figura 10). Dado que las secciones de
las dos figuras (un circulo y una corona circular) coinciden para cualquier aliura i,
el principio de Cavalicri ascgura:

Volumen de la semiesfera = Volumen del cilindro - Volumen del cono

de donde:

Volumen de la esfera = 4 i

Fig. 10

Nétese que el principio de Cavalicri no sc aplica a segmentos contenidos en el
plano (Figura 1) ni tampoco, por una razdon similar, a figuras planas contenidas ¢n
el espacio. Evitar estos casos podria ser ¢l motivo que lleved a Cavalieri a distinguir
los trdnsitos rectos de los transitos oblicuos (Andersen 1985: 111.7).

Fig. 11
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La cuadratura de la pardbola

Con las herramicntas mencionadas anteriormente Cavalieri es capaz de conse-
guir una cantidad tal de resuhiados que sélo su resumen nos fevaria demasiado lIejos.
Nos limitarcmos a ¢sbozar su contribucion a un resultado estrechamente vinculado
con el nacimiento del cdlculo: la cuadratura de la pardbola y = x™. En notacién
moderna: 4

an i

x"dx =
n+ 1

0

Veamos como reduce esta cuadratura a una comparacion de indivisibles que lo-
graresolver paran = 1, ..., 6y 9, loque le Heva aenunciar que fa solucidn ey cierta
para todo n natural 2 (Andersen 1985: VI.1-3 y VII.7-8).

Sca ABCD un rectdngulo dividido en dos tridngulos por su diagonal AC (Figura
12). Sca AHC la pardbola y = xn con ¢je AD. Sca FE un indivisible del rectingulo
ABCD, y scan H y G los puntos de corte de FE con la pardbola y con la diagonal.
En cstas condiciones M:

FE : FH = BC : FH = (AB)" : (AF)" = (BO)" : (FG)" = (FE)" : (FG)"

D E c
G
H
_/

A F B

Fig. 12
12. B Geomerria (1635, Libro 1) consigue ¢l resuitado para n — 1y 20 En 1637 fe comunica por
carti a Galileo haber descubierto el ciso general en el que se ha visto interesado por un problema plan-
teado por Kepler en su Stercomerria (1615) sobre ¢l volumen de un casco parabdélico. Bn Centauria
(1639) publica como apéndice una solucion en la que establece ef caso general, pero sélo prueba los
casos n = 1.4 Bo Evercitationes (1647, Libro 1V) publica una prucba de los casos n = 3, .,
6y 9. estableciendo de nuevo el caso general.

13. Como se deduce de la propia definicion de la paridbola y de L semejanza de los tridingulos AFG
y ABC.
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Tomando las correspondientes colecciones de indivisibles, se obtiene:
ABCD : AHCB = TL (ABCD) : TL (AHCB) = TL" (ABCD) : TL" (ABC)
Pero Cavalieri demuestra que esta proporcion es:
TL" (ABCD) : TL* (ABC) = (n+l) : 1 paran =1, ..., 6y 9.
Resolviendo asi la cuadratura de la pardbola en los siete casos seftalados.

Veamos brevemente su demostracion para los casosn = 1y 2 (el cason = 3
puede verse también en Struik 1969: 214-216).

Cason = 1 TL (ABCD) : TL (ABC) =2 : 1

Sea un rectdngulo ABCD dividido en dos tridngulos por su diagonal AC (Figura
13). Tomando CG = FA, a cada indivisible EF del tridngulo ABC le hacemos co-
rresponder el indivisible GH del tridangulo ACD. Es fdcil ver que EF=GH, luego
TL(ABC) = TL(ACD), y TL(ABCD) = 2 TL(ABC).

D H c
5
F
A E B
Fig. 13
Cason = 2 TC (ABCD) : TC (ABC) =3 : 1

Construyamos ahora cuadrados sobre los indivisibles del rectingulo ABCD y
sobre los indivisibles del tridngulo ABC (Figura 14). Sea RV un indivisible de ABCD.
Scan F y E los puntos medios de AD y BC. Sean G y M los puntos medios de AB
y FE. Sean S y T los puntos de corte de RV con FE y AC.
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Fig. 14

En estas condiciones el Teorema I1.9 de Euclides asegura: RT? + TV?2 =
2 (RS% + ST2). Pero como esto ocurre para todos los indivisibles RV de ABCD,
Cavalieri mantiene, basdndose en una especie de principio ut unwm generalizado,
que las correspondientes colecciones de cuadrados guardan la misma relacion, es decir:

TC(ABC) + TC(ACD) = 2 TC(ABEF) + 2 TC(MEC) + 2 TC(AMF).

De donde obtiene, por congruencia:

TC(ABC) = TC(ABEF) + 2 TC(AMF) )
Por otra parte, es facil ver * que:

TC(ABCD) = 4 TC(ABEF) 2)
y TC(ABCD) = 8 TC(AGMF)

" Luego® TC(ABC) = 8 TC(AMF) 3)

De (2), (1) y (3) se sigue:
TC(ABCD)

4 TC(ABEF)

4 TC(ABC) - 8 TC(AMF)

4 TC(ABC) - 1 TC(ABC)

3 TC (ABC). c.q d.

Il

14, Aunquc apoya la demostracion cn un tcorcma antcrior mds gencral, el ILIL

15. Scguin Geometria (Tcorcma 11.22): la razén cntre todos los cuadrados de un paralclogramo y
todos los cuadrados dc uno dc sus tridngulos diagonales, cs constante. En cste caso: TC(ABCD) :
TC(ABC) = TC(AGMF) : TC(AMF).

16. Una consccuencia inmediata de cste tcorema ¢s que la pirdntide de base cuadrada cs un tercio
dcl prisma correspondicnte. Procediendo andlogamente con coleeciones de rectingulos construidos sobre
trapecios consiguc los resultados cquivalentes a la intcgral del polinomio general de primer y segundo grado.
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El método distributivo

Preocupado por las reticencias de Galileo y las reacciones que pudiera provocar
su publicacién, Cavalicri esbozd una segunda version de su método que publicéd en
los Libros VII de Geometria y 11 de Exercitationes, y destinada a evitar los proble-
mas rclacionados con el manejo de infinitas lincas cn cada coleccion.

Digamos tan sélo que en esta segunda version demuestra primeramente el 1la-
mado teorema de Cavalieri de forma distributiva y sin hacer uso de las colecciones
de indivisibles (la demostracion procede por superposicidn y prescnta un problema
de proceso infinito). A partir de este teorema, y sin utilizar colecciones de lineas,
duplica algunos de los vesultados que ya habia alcanzado por el método colectivo
(para mds detalles ver Andersen 1985: 1X) 7.

Algunas objeciones al méiodo

Como hemos senalado antes, Cavalieri sostenfa desde 1621 un intercambio epis-
tolar con Galilco sobre la fundamentacion del método. Ln el centro de la discusion
se encontraba el vicjo y espinoso problema de la composicion del continuo, tema
sobre ¢l que la iglesia se habia pronunciado en ¢l Concilio de Constanza (1415) con-
siderando herélico su composicion por indivisibles (Galilei 1981: 107 n. 27).

La postura de Cavalieri sobre esta importantc cuestion ¢s ambivalente segin se
desprende de las cartas que envid a Galilco (Andersen 1985: 111.5). De hecho no
entra a juzgarla en profundidad por considerarla ajena a su método.

Tras ser publicada. la Geometria g0z6 de gran popularidad en los circulos mate-
mdticos de la época dados los resultados que alcanzaba, pero su fundamentacion suscitd
serias objeciones. Conocemos poco las del propio Galiteo pues sus cartas a Cavalie-
ri ¢n su mayor parle se han perdido, nos limitarcmos, pues, a senalar las que partie-
ron de Paul Guldin y de cierto autor anénimo.

Paul Guldin arremetié duramente en su Centrobaryea (Viena 1635-1641) contra
la fundamentacién del método de los indivisibles, negando que entre dos coleccio-
nes infinitas de lincas pueda existir razon, Entiende que sélo caben dos posibilida-
des de concebir estas colecciones como magnitudes, y que ambas son inttiles para
cuadrar figuras (Andersen 1985: 111.4):

a) Cavalieri entremezcela todas las Iincas de TL(F), deseritas por el plano que se mueve,

con ¢l espacio interior a la figura, ¢s decir, con la propia figura.

17. La forma distributiva del weorema puede verse tambien en Struik (1969: 209-214). La pigina
de Geometria que contiene L ilustracion de esta versidn del teorema puede verse en nuestra Figura 3.
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b) La magnitud igual al espacio ocupado por TL(F) es una longitud, compucsta por
todas las lineas de la figura.

A estas cuestiones Cavalieri (1647) responde que aunque TL(F) ¢s infinito con
respecto al mimero de lincas, es finito en cuanto a su extension espacial. Senalando
que si uno asume que ¢l continuo esta compuesto por indivisibles, entonces una fi-
gura plana y la magniwd de todas sus lineas son una sola y misma cosa, y si uno
asume la infinita indivisibilidad —en cuyo caso si puede mantenerse que TL(F) con-
siste solo de longitudes—, como todas las lineas de TL(F) deben ser consideradas
puestas en su sitio en la figura, la magnitud de TL(F) estd limitada por los mismos
limites que los de la figura. No termina de aclarar como debe entenderse exactamen-
te ¢l espacio ocupado por TL(F) si s¢ asumc la infinita divisibilidad, pero asegura
que tambicén en esc caso existe razon entre colecciones de indivisibles. En cualquier
caso, argumentaria, sicl continuo no estd compuesto de indivisibles estard compues-
to de indivisibles y algo mds, y con mayor motivo las TL(F) serdn magnitudes finitas
con razon unas a otras.

Otra conocida objecion se {a hizo legar un comunicante andnimo hacia 1644,
senakindote la debilidad de su método sobre un simple tridngulo (Andersen 1985:
[11.7): Sca un wridngulo no isdsccles ABC dividido en dos tridngulos por la altura
CD (Figura 15). Tomando CD como regula, a cada linca I de TL(ACD) le podemos
hacer corresponder la linea m de TL(BCD) con su misma longitud, lucgo: TL(ACD)
= TL(BCD), lo que implica (Geometria Teorema 11.3) ACD = BCD. De cllo se
deduce el resultado, absurdo, de que todos los tridngulos con la misma altura son
congrucntes,

Fig. 15
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Y

Cavalieri replica que el Teorema 1.3 se refierc a colecciones de lincas genera-
das por el mismo trinsito, lo que obviamente no es el caso, pues la distancia entre
dos lineas, /'y I, de ACD no es la misma que cntre las dos lineas, m y ), que les
corresponden en BCD.
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