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1. Introduccion

Bl gran éxito de la geometria cartesiana y del Cadlculo Infinitesimal de Newton
y Leibniz durante el siglo XVII oscurecieron los trabajos de Desargues, Pascal y
otros autores sobre Geometria Perspectiva. Sin embargo, la nocién arguesiana de
puito del infinito, asi como el hexagrama de Pascal y la teoria de la involuciéon de
Desargues, que luego fueron precedentes de la obra de Monge y dc la aparicién de
la Geometria Proycctiva o Sintética en ¢l siglo XIX, interesaron en su momento a
algunos pocos matemaiticos del siglo XVII, y entre cllos a Leibniz. Nada se ha co-
mentado sobre ¢l papel que las ideas arguesianas jugaron en el descubrimiento por
parte de Leibniz del Cidlculo Diferencial. La reciente edicion del texto completo del

* Este articulo ha sido preparado en ¢l marco de un proyecto de investigacion financiado por fa Uni-
versidad del Pals Vasco (1993-1995) y dirigido por ¢l Prof. Miguel Sinchez-Muzas sobre «Nucvas ideas,
nucvos documentos y nuevas lecturas de ta Logica y la Matenxitica de Leibnizs. Agradezeo al Leibniz-
Archiv de Hannover, y en particutar a los Profesores Heinekamp y Breger, las facilidades que sicmpre
s¢ me han coneadido para consultar y utilizar los materiales guardados en la Landesbibtiothek de Hannover.
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Y

De Quadratura Arithmetica por parte de Eberhard Knobloch ! muestra que, aparte
de los trabajos de Fermat, Roberval, Gregory, St. Vicent y otros muchos sobre las
cuadraturas y las investigaciones de los matemdticos ingleses sobre las series numé-
ricas, las ideas perspectivas de Desargues y de Pascal también jugaron un papel en
el descubrimiento leibniciano del Calculo Diferencial. El presente articulo tiene co-
mo objetivo aportar algunos documentos poco conocidos al respecto y comentar esta
influencia, que en principio pucde parccer sorprendente. Se muestra asi que la Geo-
metria Perspectiva del XVII no se redujo a la prdctica de pintores, arquitectos, esce-
nografos y artesanos (corte de piedras, relojes de sol, ete.), sino que también incidié
en uno de tos principales avances de la matematica tedrica a finales del siglo XVII.

2. Leibniz, lector de Desargues y de Pascal

Es sabido el interés que Leibniz siempre mostro por las ideas de Desargues y de
Pascal sobre Geometria Perspectiva. Entre otros, Jean Mcesnard y René Taton han re-
construido minuciosamente la bisqueda por parte de Leibniz de papeles y documentos
de Desargues y Pascal durante su estancia en Paris (1672-1676) 2. Taton scnala quc:

«cC n'est pas sur sa propre initiative, mais pour iépondre & des demandes pressan-
tes du mathématicien anglais John Collins, demandes répercutées aupics de lui par
H. Oldenbourg, séeretaire de la Royal Society, qu'il s'est effored de retrouver et de
consulter les ocuvres perdues ou cgarcées de Desargues et de Pascal, avant de
prendre Tui-mame un intérét évident 2 I'dude des pidees qu'il put découvrir 3.

Leibniz, efectivamente, habia sido informado en 1673 por Collins y Oldenbourg
sobre la posible existencia de una obra de Desargues titulada Le¢ons de Tenebres;
le encargaban buscar un cjemplar de dicho libro en Paris, caso de que existicra y
tuera localizable:

«There came lately to our view and perusall a lolio Ticarise of perspective writlen
by Mons. Heuret, wherein he censures and rejects the Conickes of Mons. Desar-

gucs, entituled, Lecons de tenebres, whereot we understand, there were but 50
Coppies in all printed, and it will be extreame difficult to procure one of them ».

LG WL Leibniz, De guadratwra avithimetica cireali ellipseos et hyperbolae cujus corollaritn est
trigonometria sine tabulis, ed. L Knobloch, Gottingen, Vandenhoeck & Ruprecht, 1993, 160 pp.

2. Ver Jean Mesnard, «Leibniz et fes papiers de Pascals. Suidia Leibnitiana Supplementa X V1L,
Wicsbaden: Steiner 1978, pp. 45-48 y Rend Taton, «L'initiation de Leibniz & la Géomdtrien, Ihid.. pp.
103-129.

3. R, Taton o.c., p. 108

4. Carta de Collins en ¢l envio de Olkdenbourg a Leibniz del 20 de abril de 1673, Akademie-Ausgabe
I, 1, Br. 13. p. 55.
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El interés de Collins por las ideas de Desargues se referfa a la posibilidad de
construir los tres tipos de conicas mediante un mismo método, partiendo de una es-
fera cuyo centro seria ¢l ojo O y que a continuacion serfa cortada de tres maneras
diferentes, obteniendo la elipse, la pardbola y la hipérbola. Este tipo de tratamiento
de la teoria de conicas le resultaba desconocido a Leibniz, que por aquella época
era un aprendiz en Matematicas. Tras lcer algunas obras al respecto, su interés por
las propuestas de Desargues pasé a ser muy grande, motivo por el cual se aplicd
a la bisqueda de documentos de Desargues al respecto.

Ln el mismo envio, Collins y Oldenbourg también le pedian a Leibniz que trata-
ra de buscar los trabajos de Pascal sobre la obra gecométrica de Apolonio, trabajos
que Pascal nunca habfa publicado, pero de los que sc tenia noticia a través de Huret:

«Whereas Mersennus saith concerning Paschall the Son, quod unica propo-
sitione universalissinu, 400 Corollaris armata, towm Apotlonium complexus
est; we understand that this treatise is yet unprinted, but proceedes in Desargues
Mecthod (whose scholar he was) and Mons. de Pres a Bookseller in Paris hath
informed, that the manuscript of it remaines with one of the brothers of him,
the said de Pres at Auvergne 3».

Dos atios despudés, Collins y Oldenbourg le insisticron a Leibniz sobre su inte-
rés por los trabajos geométricos de Desargucs, Pascal y Roberval, scialando la posi-
bitidad de que las escalas perspectivas de Desargues pudieran servir para resolver
ecuaciones algebraicas mediante un método contrapuesto al de Descartes. Collins
queria saber si ¢l método de Desarguces podia aplicarse también a las ecuaciones tras-
cendentes:

«We think it worth that a Conicall wreatise deriving the same from Projec-
tions of the Sphere should be fitted up out of Desargues Lecons de tenebres,
and out of the remaines of Paschall and hope that it will be done here, and that
the remaines of Fermat de Locis Planis Solidis Linearibus ar ad Superficiem de

Porismatibus et Contactibus Sphaerarum, as also the remaines of Lalover will
be printed, and when should willingly know 0,

Leibniz y Tschirnhaus trataron de satisfacer estas peticiones y buscaron en Paris
escritos de Desargues, Pascal y Roberval. Los resultados de csas indagaciones han
sido comentados por Hotfmann, Costabel, Itard, Mcsnard et Taton 7. Por mi parte,

S. tbid., p. 56.
6. Envio de Oldenbourg a Leibniz del 4 de julio de 1675, Akademie 1, 1, Br. 56. p. 262.

7. Ver referencias en la bibliogratia.

519



sﬁ SEMINARIO ~OROTAVA» DE HISTORIA DE LA CIENCIA
he mostrado que Leibniz leyd también a algunos de los discipulos y de los adversa-
rios de Desargucs: ademads de Philippe La Hire, Bosse, Aleaume y Dubreuil fueron
leidos atentamente por Leibniz, como puede comprobarse por sus notas marginales
en los ejemplares de diversos Tratados de Perspectiva que se conservan en Hanno-
ver 8, Puede conjeturarse incluso que Leibniz habria podido leer la Optique de Pour-
traicture et de Peinture que publicé Grégoire Huret en 1670 con el fin de oponerse
a los métodos perspectivos de Bosse y de Desargues. De hecho, Huret manifiesta
su mads radical oposicion a la identificacion arguesiana de¢ las lineas convergentes
et las lineas paralelas:
«Monsicur Pascal fils a écrit, que le dit sieur Desargues a fait voir que les
paralleles sont toutes semblables & celles qui aboutissent ¢n un point & qu’elles
n'cn different point, ce qui est non seulement contraire & la 35. definition & au

14. axiome des Elemens, mais aussi & la veritable connoissance de tout le
monde %,

mientras que Leibniz elogia con toda claridad la propuesta arguesiana:
«Car Messicurs des Argues ¢t Pascal ont fort bien tait de prendre les ordon-
nées generalement par des lignes convergentes ou paralleles, dauwtant plus que

les paralleles peuvent estre prises pour une espece de convergentes, dont le point
de concours est ¢loigné infiniment O».

La aceptacion leibniciana de la nocién de punto del infinito constituye uno de
los puntos mas importantes en lo que concierne a fa influencia de Desargues y de
Pascal sobre Lc¢ibniz: diversos manuscritos confirman la alta estima que mosttd Leibniz
hacia este tipo de propucstas . Comentando este pasaje, Taton sugirié la posibili-
dad de que Leibniz hubiera leido dircctamente ¢l Brouillon-Project de Desargues 12,
Por lo que se refiere a Pascal, se sabe que Leibniz leyd y a veces hizo copia de varios
documentos de Pascal sobre Geometrfa a partir del 4 de junio de 1675 (primer envio
de los hermanos Périer a Leibniz) y hacia finates de dicicmbre de 1675 o principios
del ano 1676 (scgundo envio de los hermanos Périer). Mesnard ha considerado que

8 Ver I Echeverria, «Recherches inconnues de Leibniz sur la Géométric Perspectives. en A Hei-
nekamp (¢d.), Leibniz et la Renaissance, Wicsbaden: Steiner 1983, pp. 191-201.

9. Gregoire Huret, Optique de portiaiture et peinture, Paris 1670m Fautheur, page 156, section 359.

10. Leibniz a Gallois, finules de 1675, Akademie V1010 Br. 73, p. 359. Twon critico la fecha pro-
pucsta por Hofmann para este carta, hacia finales de 1675, y propusa 1676 como techa mds aproximada.

. Ver, por gjemplo, los manuscritos 853, 857, 801A y 862 del Catalogue Critique de Rivaud.

12, Ver R. Ton, o.c., pp. 119-120.
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la lectura de las Cénicas de Pascal habria sido para Leibniz una fuente muy impor-
tante en lo que respecta a tres puntos de sus investigaciones matemdticas sobre Geo-
metria Perspectiva:

— la identificacion entre lineas paralelas y convergenies.

— la unidad de las cénicas.

— el hexagrama mistico, mediante el cual habia encontrado Pascal una solucién
puramente geométrica (no analitica ni cartesiana) del c¢élebre problema de Pappus 3.

Y Mesnard concluye de todo ello:

«Cc qui s'en dégage, cest que Leibniz a ¢ié surpris et frappé d'admiration par
des découvertes qui pourtant remontaient a plus de trente ans» ... «Mais le philo-
sophe tire encore davantage d’enscignements, sclon la ligne naturelle de son esprit,
du fait que Pascal tait abstraction du caleul et pratique unc géométrie de situation:
st méthode “optique’ envisage la transformation des figures par le mouvement et
la diversité des upparences sensibles sclon fa perspective adoptée. Leibniz expri-
me le souhait qu'une telle méthode puisse étre généralisé audelit des coniques M,

Ademas de las Cénicas, Leibniz enconurd entre los papeles de Pascal el escrito
De Uesprit géoniétrique, cuya lectura ha desempenado un importante papel en la for-
-~ macién del proyecto leibniciano de un Analvsis Situs o Characteristica Geometri-
ca . De hecho, sabemos que Leibniz ley6 la Introduction a la Géométrie de Pascal,
donde puede leerse la expresion «situs punctum», ¢ hizo los comentarios siguientes
entre sus notas:

«En géomdirie, toute méthode de découverte par le biais de la situation, et
donce sans caleul, consiste & cmbrasser simultanément plusieurs objets en méme
sitwation; ¢ce qui se fit, wmdt par e moyen d'une figure qui en comprend plu-
sicurs, ol se déeouvre Musage des solides, antdt par le moyen du mouvement,
ou de la mutation. De plus, entre les mouvements et les mutations, il parait quon
peut sappliquer wes utilement {4 la mutation dapparence, ou transformation opti-
que des figures; it faut voir si par ce moyen nous ne pourrions pas dépasser le
cone et nous élever aussi 4 des considérations plus hautes 105

13. Ver Jean Mesnard, o. ¢

4. 1. Mesnard, Ihid., p. 54.

15, Hipdtesis sugerida por Jean Ytard (1964), pp. 283-284 y aceptada por Mesnard y Taton. No hay
que olvidar que ¢l primer cserito de Leibniz sobre la Caracteristica Geométrica esti feehado en encro
de 1676, cs decir en la épocit en que Leibniz se dedicaba @ feer los papeles de Pascal. Ver al respecto
la edicion de 1. Echeverrin y Miare Parmentier, Leibniz, La Caraciéristique Géoméirigue, Paris, Vrin, 1994,

16. P. Costabel, <Iraduction frungaise des notes de Leibniz sur les *Coniques™ de Pascul», Revue d 'Hiy-
1ire des Sciences XV (1962), p. 265. Ver tambicn B. Pascal. Oervres, ed. Mesnard, vol. 2, p. 1127,
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Podemos concluir por tanto que la primera introduccion de Leibniz a las ideas
sobre Geometrfa Perspectiva tuvo lugar durante ¢l periodo 1675-1676, cuando busca-
ba (y encontrd en parte) documentos de Desargues y de Pascal, a peticion de Collins
y Oldenburg. Ddndose cuenta de inmediato del interés matemdtico de cste tipo de
idcas, a partir de ese momento Leibniz siempre mostré interés al respecto, leyendo
los tratados sobre Perspectiva de La Hire y Bosse, asi como los libros de los detrac-
tores de Desargues. Como he mostrado en un articulo anterior, Leibniz leyé con aten-
cion la Maniére Universelle de Desargues, publicada en el libro de Bosse ¢n 1648,
que constituye el gran compendio de los métodos arguesianos en aquella época. Leibniz
cscribid notas marginales cn ese libro, interesdandose en particular en los pasajes re-
lativos a la nocion de punto del infinito, Tras leer a Dubreuil y Aleaunce, que fueron
adversarios de Desargues, Leibniz tomé partido en favor de este tiltimo en su polé-
mica contra el Sceretario del Rey, Beaugrand, y sus seguidores (Curabelle y los edi-
tores Langlois y Tavernier). Leibniz escribid algunos ensayos propios sobre Geometria
Perspectiva, que todavia permanccen inéditos, pero en lugar de restringirse al debate
sobre los métodos propiamente perspectivos supo ir mds alld, infiriendo la existen-
cia de ideas que le fueron particularmente titiles en su descubrimiento del Cileulo
Diferencial y en sus investigaciones sobre ¢l Analysts Situs, que sicmpre contrapuso
al Andlisis Algébrico de Vieta y de Descartes V7. Puesto que la influencia de las ideas
arguesianas en ¢l descubrimiento del Célculo Diferencial es algo poco menos que
desconocido, en cl resto del articulo me centraré exclusivamente en cste punto.
Antes de llegar a ello, conviene recordar que Leibniz llevé consigo su dossier
Pascal cuando dejo Paris en 1676 para incorporarse a su puesto de bibliotecario de
Hannover. Como aprovechd la ocasion de ese viaje para volver a pasar por Londres,
y es sabido que alli se entrevistd con Collins, resulta verosimil pensar que hablé con
cl matemdtico inglés sobre el contenido de los eseritos geométricos de Desargues
y de Pascal, puesto que Collins se lo habia solicitado por dos veces, y Leibniz tenfa
algo que aportarle: la muy probable inexistencia de las Leg¢ons de Ténébres de De-
sargues 8. Tras su célebre encucntro de 1676 con Collins, que ha dado lugar a tan-
tos cstudios relacionados con la polémica ulterior sobre la prioridad en el descu-

17. Ver al respecto o Echeverria, «Cifleulos Geométricos en Leibnizs. Theoria 11, VI, N, 14-15,
octubre 1991, pp. 29-54, al que sigae fa edicion del manuserito inédito de Leibniz Circa Geomerrica
Generalia et Calewlum Situs. .. (Ibid., pp. 55-60).

18. En una carta del mes de junio de 1676, Tschirnhaus informa a Oldenburg sobre la imposibilidad
prictica de encontrar cjemplar alguno en Paris de las pretendidas Le¢ons de Ténébres de Desargucs.,
Ver J. Eh. Hofmann, Die Ennvicklungsgeschichie der Leibnizchen Mathemarik swahvend des aufenthal-
e in Paris (1672-1676), Miinchen: Leibniz Verlag 1949, p. 164,
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brimicnto del Cilculo Infinitesimal por parte de Newton y Leibniz, éste dltimo si-
guié manteniendo correspondencia con Collins sobre la Geometria Perspectiva. En
1679, por cjemplo, Leibniz le envié a Collins un ejemplar de los Nouveaux Eleniens
des Sections Coniques de Philippe La Hire, por medio de Hansen, conjuntamente
con una obra de Viviani . El afio anterior Collins habia enviado a su vez a Joa-
chim Heinrich von Biilow dos libros para Leibniz 2V, El interés de Leibniz por las
ideas de Desargues y de sus discipulos se siguié manifestando en 1701, cuando le
aconscja a Bodenhausen «in der Perspecktiv Desargues durch Bosse» 21,

Resulta pues muy probable que ¢l dnico acceso directo que tuvo Leibniz a los
escritos de Desargues tuvo lugar por medio de la obra de Bosse 22, aparte del resu-
men del contenido del Brouillon-Project hecho por el propio Leibniz a partiv de los
papeles de Pascal 23,

3. La resolucion de las figuras en triangulos

En lugar del método de resolucion de ecuaciones que Collins esperaba encon-
trar en los trabajos de Desargues y de Pascal, Leibniz extrajo una idea muy diferen-
te, pero mucho mds importante para sus propias investigaciones de aquella época:
fa posibilidad de analizar las figuras geométricas mediante un nuevo instrumento de
andlisis, basado en las rejillas perspectivas. Asi como Descartes analizaba tas figu-
ras mediante cuadrados (sistema de ¢jes cartesianos) para reducir cada punto a orde-
nada y abscisa y cada recta o figura geométrica a ccuacion algebraica, asi Leibniz
cncontré en Desargues la posibilidad de analizar fas figuras medianie un sistema de
tridangulos que, por mantener su proporcionalidad cuando se hacen evanescentes, le
Vino a proporcionar un nuevo instrumento matenudtico para el andlisis de figuras in-
finitamente pequenas.

19. Ver Ta carta de Hansen a Leibniz del 12 de junio de 1679 (Akademie 1. 2, p. 485). El libro
fuc enviado ¢l 1 de octubre de 1679 (hid., p. 519).

20. Ihid., Br. 322,

21 Carta deb 17 de abril de 1701, Briefivechseln mit Mathemarikern (¢d. Gerhardy), p. 514.

22, En la Landesbibliothek de Hannover se conserva un cjemplar (signatura Leib, Marg. 175) con
una recopilacién en dos vohimenes de eseritos de Bosse: dicha obra contiene dos textos de Desargues,
con cl titulo Reconnoissances de Desargnes, asi. como su Exeniple d"une des manieres universelles tou-
chant la Pratique de la perspective. Tl primer volumen contiene varias notas marginales escritas por
Leibniz. Ver J. Echeverria (1983), pp. 193-195 para los detalles de la lectura de Leibniz de dicha obra,
asi como de su fectura de otro ensayo de Desargues, titulado «Enscigner une méthode aisée pour ap-
prendre & enseigner @ lire & & erire la Musiquer.

23 Ver L. Hd. XXX Vovol. XV L BL 1y la vanscripeion de Taton en la obra coleetiva Loenvre
scientifique de Pascal, Paris: Centre International de Synthese 1964, p. 45.
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L

Desde que leyd a fondo la Geometria de Descartes, s decir en 1675, Leibniz
se mostré siempre convencido de que los métodos de Victa y de Descartes eran insu-
ficientes para analizar y cstudiar algunas figuras y problemas geométricos, como las
ecuaciones trascendentes . Su proyecto de un Analysis Situs trata de superar las
limitaciones del andlisis cartesiano de las figuras y de desarrollar un nucvo Andlisis
Geométrico de la Situacion, en el que no haya necesidad de recurrir ni a las magni-
tudes ni a las ccuaciones. No hay duda de que en los papeles de Pascal y Desargues
supo ver la similitud de la Geometria Perspectiva con su propio proyecto, en la me-
dida ¢n que los tcorcmas perspectivos no dependen del tamaiio de las figuras, sino
de los alineamicntos y situacion respectiva de los puntos: de ahi su admiracion hacia
las propucstas argucsianas, que nunca dejé de manifestar, a pesar de que no volviera
a ocuparse a fondo de la Perspectiva, con cxcepcidn de los manuscritos inéditos a
los que aludivé en el siguiente apartado.

Leibniz pensaba que ta gran mayoria de los matematicos que se habian ocupado
de la Geometria de los indivisibles (Cavalieri, Fermat, Wallis, ete.) habfian fracasado
por su dependencia respecto a las ecuaciones cartesianas: asi lo manificsta en el si-
guicnte pasajc de una carta a Gallois:

«La raison pourquoy ceux qui ont éerit de la Géométrie des indivisibles,
et de F'Arithmétique des infinis, n'ont pas fait la méme remarque, est parce qu'on
est accoutumé de ne resoudre les figures que par les ordonndées paralleles, en
unc infinit€ de petits rectangles, au licu que jay trouvé un moyen general de
resoudre utitement toute figure cn une infinité de petits triangles aboutissans
un point, par le moyen des ordonnées convergentes 2.

Es justo a continuacidn cuando hace el elogio ya citado (ver nota 9) a la identifi-
cacion de Desargues y de Pascal entre las lincas paralelas y las convergentes, propo-

niendo a continuacion:

«un theoreme fondamental, que jay trouvé, et qui est sans doute un des plus
universels et des plus feconds de la Geometrie... Ce theoreme a des grandes
suites, et il sutfit luy seul pour prouver par une scule demonstration Geometri-
que toutes les Quadratures de IArithmetique des infinis, que le cclebre Mons.
Wallis n'a trouvé que par induction; outre quantité dautres, que jay trouvées
par [1. Comme par exemple celle d’un certain Segment de la Cyclocide 20».

24 Ver, por ¢jemplo, fa carta de Leibniz a Huygens (septicmbre de 1675), asi como Ja carta (no
enviada) a Madebranche de junio de 1679 o la carta a Huygens de septiembre de 1679,

25, Akademie, V101, Br. 73, p. 359,
26. Ihid.
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Vemos pues que Leibniz relaciona directamente los métodos arguesianos y cl

sistema de ordenadas triangularcs a sus propias investigaciones sobre las Cuadratu-
ras que, como se sabe, constituyen el origen de su descubrimiento del Cdlculo Dife-
rencial. Este vinculo entre los conceptos perspectivos y el Cdlculo Infinitesimal puede
parecer inusitado: por consiguicnte, habri que detenerse a cxaminar con detalle este
tipo de propuesta de Leibniz.

Ll manuscrito inédito titnlado Qui de Geometriae utilitate constituye, a mi mo-

do de ver, una fucnte muy importante para comprender el uso que Leibniz hace de
estas coordenadas triangulares de inspiracion arguesiana y pascaliana 27, En dicho
texto, en efectlo, sc puede leer:

()
(A)

«Nimirum plerique qui Geometriam indivisibilium hactenus tractavere, fi-
guras tantum in rectangula aut certe paralelogramma ordinatarum inter se para-
Helarum ope resolvere consuevere. Mihi semper Desarguesii et Pascalii mire
placuit ratio, qui in Conicis, ut universaliter loqui possent ordinatarum nomine
non tantum parallelas comprehendunt sed et rectas ad unum punctum fixum con-
currentes, sive convergentes, pracsertim cum parallelae sub convergentium no-
mine, si punctum infinit¢ abesse dicatur, continentur. Ttaque cum aliis parallelas
tantum ordinatas tractassent ¢t figuras in parallclogramma AB (B) (A), (A) (B)
((A)) ((B)) Cavaleriana methodo resolvissent (Fig. 1), ego adhibitis convergenti-
bus resolvo figuram datam in triangula CD(D), C(D)((D)), et mox aliam exhi-
beo (Fig. 2) cuius ordinatac AB, (A)(B), cte. his ipsis triangulis sunt pro rationales.
Quaod fit: si ipsac AB ipsis CE aequantur, posito rectas DE esse tangentes cur-
vae datae. lta enim ut infra ostendam efficietur ut spatium CB(B) sit duplum
segmenti C(D)DC, cuilibet figura ut C(D)DC alia aequivalens exhiberi potest 28».

(P TF E (8 (©)
3 ) D
(8) i) ) o)
{
((8)) (8) A
Ay a
J"«8))
Fig. 1 Fig. 2

27. L. Hd. XXXV, vol. VIII, 13, F. 82-85.

28. Ibid.
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Ll reemplazamiento de los pequeiios paralelogramos de Cavalieri por tridngulos
infinitesimales va a ser una de las ideas motrices del descubrimiento Ieibniciano del
Calculo Infinitesimal. Por consiguiente, lo que Leibniz va a hacer, serd aplicar a las
curvas algunos instrumentos arguesianos de origen perspectivo. La tesis central con-
siste en que utilizando determinados tridingulos se pueden analizar las curvas y sus
areas comprendidas mejor que si se utilizan los cuadrados de Descartes o los parale-
logramos de Fermat, Cavalieri y otros.

La cuadratura leibniciana del circulo (asi como de la pardbola, de la hipérbola
y de otras figuras) no depende sélo del problema de la suma de series infinitas, co-
mo suele decirse al comentar la via que le llevd al descubrimiento del Caleulo Infini-
tesimal, sino que también cstd fundada cn la idea de reducir a magnitudes las curvas
y sus dreas comprendidas por medio de una triangulacion de dichas figuras, Dicha
triangulacion, que puede verse puesta cn prdactica en ¢l De Quadratura Aritmetica,
es de inspiracion «perspectivas, como vamos a confirmar a continuacion.

La posibilidad de estudiar las curvas y las figuras por medio de tridngulos infi-
nitamente pequenos habia sido «intida» por Leibniz al leer los papeles de Pascal,
tal y como ¢l mismo refirid al hablar del tridngulo caracteristico pascaliano y tal
y como puede constatarse sobre sus propios manuscritos de 1675 y 1676. Una frase
tachada dec la carta de Leibniz a E. Périer, el depositario del fondo Pascal, fechada
cl 30 de agosto de 1676, asi lo atestigua:

«Et comme il arrive que quelques unes de ces six droites qui font PHexa-
gramme sont infiniment petites, ¢’est de 1 que viennent les proprietez des tou-
chantes des sections du cone *%».

Esta carta de Leibniz resulta muy importante, a mi modo de ver, porque en ella
Leibniz resume para Périer, como éste le habia encargado, el contenido de los trata-
dos sobre las conicas de Pascal, con vistas a decidir sobre la conveniencia de publi-
car esos documentos de Pascal o no. Al hacer la recension y evaluacion del segundo
tratado, Leibniz cscribe:

«Apres avoir expliqué la gencration des sections du Cone, faite optiquement
par la projection d’un cercle sur un plan qui coupe le cone des rayons, il expli-
que les proprictez remarquables d'une certaine figure composée de six lignes
droites, quil appelle Hexagramme Mystique, et il fait voir par le moyen des pro-
Jections que tout Hexagramme Mystique convient & une section conique; et que
toute la section conique donne un Hexagramme Mystique. Jay mis au devant

20. dkademie T, 1, Br. 90, p. 589, variante de la Iinca 4.
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ces mots: De hexagrammo mystico et conico. Une partie de cette piece se trouve
repetée et inserée mot 4 mot dans une autre, sgavoir les definitions (avec leur
corollaires) et les propositions (mais sans Ies demonstrations) se trouvent repe-
ées dans le traité De loco solido dont je parleray cy dessous. Je croy méme que
les figures du trailé De loco solido supplecront au defaut de quelques unes qui
manquent dans celuy cy: De hexagrammo 30,

Los hexagramas de Pascal permiten, por consiguicente, una caracterizacion de
todas y cada una de las cénicas, con la peculiaridad adicional de que, para Leibniz,
pueden ser infinitamenic pequeiios.

La carta de Leibniz a Périer constata también la propuesta de un «magnum pro-
blema» en uno de los papeles de Pascal: «Dato Puncto in sublimi ¢t solido conico
ex co descripto, solidum ita secare, ut exhibeat sectionem conicam datac similem 3'»,
Veremos a continuacion que cste tipo de terminologia pascaliana va a ser retomado
por Leibniz cn sus propias investigaciones sobre Geometria Perspectiva. Podemos pues
concluir que la influencia de Pascal, ¢ indirectamente de Desargues, cs efectiva. Leibniz
transfirié alguno de los métodos e ideas argucsianas a sus propias investigaciones
matemsiticas, y cn particular a sus estudios sobre la cuadratura de las figuras curvas.

4. Investigaciones inéditas de Leibniz sobre la Perspectiva

En un articulo publicado ¢n 1983 he dado noticia de la existencia de una serie
de seis manuscritos inéditos de Leibniz sobre Geometria Perspectiva, que contintian
sin haber sido publicados 32, Se trata de un conjunto de estudios estrechamente co-
nectados, en los cuales Leibniz intenta demostrar dos teoremas generales sobre Geo-
metria Perspectiva que, en su opinidn, proporcionarian los auténticos fundamentos
de dicha ciencia. Tras demostrar ambos teoremas en ¢l caso mas sencillo, cuando
la apariencia de un objeto se reduce a un punto, Leibniz los amplia a figuras mds
complicadas: tridingulos, policdros, lincas tangentes al cono y, finalmente, el hexa-
grama de Pascal. A lo largo de esas investigaciones la terminologia pascaliana estd
presente; en ¢l fragmento «Perspectivac Planae Compendium seu delineationis in plana
superficic», por ejemplo, puede lecrse la expresion «oculum spectatoris ponere in
sublimi %, que acabamos de constatar en ¢l tcxto de Pascal a la hora de proponer
el «magnuim problema».

30. 1hid., pp. 588-589.

3. L. Hd, XXXV, vol X1, 17, 1. 12 rewo.
32, Ver 1. Beheverria (1983).

33 L. Hd. XXXV, vol. X117, BL 12 retro.
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Del conjunto de seis manuscritos inéditos, a mi modo de ver los mds relevantes
son ¢l «Origo Regularum Artis Perspectivae qualis sine libro ac magistro inveni» y
el ensayo «Scientia Perspectivar, que parece haber sido escrito por Leibniz con vis-
tas a una posible publicacion, que desgraciadamente nunca tuvo lugar,

El fragmento titulado Origo Regularwm propone una figura (ver Fig. 3) en la
que se suponc un ojo O, una tabla ADB y un objeto R cualesquiera. A continuacién,
se reducen el ojo y ¢l objeto a dos puntos y la tabla a una superficie plana, colocdn-
dolos entre si a distancias finitas. Leibniz introduce luego un nuevo sistema de coor-
denadas (triangulares, por supuesto), que le permite definir el punto R por medio
de tres magnitudes, al ignal que la posicion del ojo O y de la apariencia Q del objeto
sobre la tabla. A esas tres magnitudes, a las que podriamos Hamar coordenadas ar-
guesianas, las denomina longitudo, latitudo et altitudo.

A

)

m

Fig. 3
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Puesto que los tridngulos OHR y QLR son semcjantes entre si, podemos inferir
la proporcion OH/LQ = HR/LR; pero como HR=HL (que a su vez es igual a
OF+MS, se concluye el primer teorema fundamental:

Th. I: La altitud del ojo (OH) es a la altilud de la apariencia (LQ) como la suma
de las longitudes (OF+MS) es a la longitud del objeto (SM).

Como los tridngulos ETP y ENS son también semejantes, obtenemos la propor-
cion NS/PT = EN/ET; pero en el rectingulo HRSE se tiene que HR/LR = SE/SP,
y en el tridngulo ESN vale SE/SP = EN/LET; por consiguiente, Leibniz puede enun-
ciar su seguido teorema fundamental:

Th. 2: La latitud del objeto (NS o MT) es a la latitud de la apariencia (PT) como
la suma de las longitudes es a la longitud del ojo.

Sc sigue de los dos lcoremas que, para cualquier objeto, es posible determinar
completamente la posicién de su apariencia sobre la tabla. Por consiguicnte Leibniz
puede concluir que, en base a esos dos tcoremas, se puede determinar siempre la
apariencia Q de un punto-objeto cualquiera sobre cualquier tipo de tabla, indepen-
dicntemente de la posicion det ojo, del objeto y de la forma de la tabla. El paso si-
guienle consiste cn demostrar que las relaciones de alineacion y de tangencia son
invariantes para estas reglas de proyeccion. El interés del manuscerito de Leibniz consiste
precisamente en haber aplicado las (éenicas proyectivas a la relacidon de tangencia
entre dos figuras geométricas: cllo serd lo que le permita transferir algunas nociones
argucsianas al problema de las cuadraturas,

Al final del «Origo Regularum», Leibniz puede pretender con razén haber lo-
grado poner en prictica un método geométrico general para estudiar cualquier situa-
cién bdsica en Geometria Perspectiva. El fragmento Scientia Perspectiva, que es
posiblemente cl tltimo de la serie de seis, aplica csos dos teoremas fundamentales
al caso del paralelepipedo reclo-rectangular y al caso del hexagrama de Pascal. Con
cllo se logra cl objetivo bdsico de Leibniz cara a ta Geometria Perspectiva,

Mas al comienzo de este dltimo manuscrito, Leibniz propone una Ciencia Pers-
pectiva completamente universal, en la cual incluye dos casos particularmente rele-
vanles para el objcto de nuestro estudio, a saber: la sitnacion perspectiva en la que
el ojo estd situado infinitamente lejos y la configuracidn «perspectiva» en la que el
ojo estd colocado infinitamente cerca de la tabla. Veremos a continuacion que estas
dos extensiones de los dibujos perspectivos a casos en los que la nocién de infinito
cstd implicada le van a permitir a Leibniz vincular las ideas de Desargues y de Pas-
cal a sus propias indagaciones sobre las cuadraturas de las figuras curvas de manera
precisa y rigurosa.
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5. El manuscrito «De Quadratura Arithmetica»

Al final de su estancia en Paris (1675-76), Leibniz cscribié y prepard para su
impresién un manuscrito muy largo, titulado De Quadratura Arithmetica Circuli,
Ellypseos et Hyperbolae, cuius corollarium est Trigonometria sine Tabulis, que era
un auténtico primer tratado sobre las cuadraturas de las figuras curvas y sobre los
métodos de Leibniz para llevarlas a cabo. Desgraciadamente, dicho manuscrito nun-
ca fue publicado completo hasta la reciente edicion de Knobloch de 1993, Las edi-
ciones de Gerhardt y de Scholiz fucron parciales +, a pesar de que se sabia que dicho
manuscrito era la fuente mads completa sobre la via que llevé a Leibniz al descubri-
miento del Cdlculo Infinitesimal. Habicndo aparecido ya la edicién completa, habria
muchos puntos de interés a comentar, Sin embargo, me limitaré a mostrar que el
andlisis de dicho texto muestra claramente la utilidad que las idcas de Desargues y
de Pascal tuvicron para Leibniz a lo largo de las investigaciones de 1675 y 1676 que
le condujeron al descubrimiento del Calculo Diferencial.

El teorema | demuestra la posibilidad de reducir los rectdngulos a tridngulos,
qQue como vimos constituye la idca central de contraposicion al dlgebra cartesiana,
Pero la proposicion mds importante al respecto es, sin duda, la de la transmutacion
(Teorema 7), en la cual Leibniz comienza a utilizar tridngulos infinitesimales (figura 4).

Fig. 4

34, Ver el articuto de Eberhard Knobloch «Leibniz ¢t son manuascrit inddité sur la quadrature des
sections coniques» en A, Heinckamp (ed.), Leibniz et la Renaissance, Firenze 1989, pp. 127-151, para
unat historia completa de dicho manuserito y sus cdiciones,
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Tal y como dice en un Scholium ulterior: «nobis propositio septima viam dedit, cu-
juslibet curvae datac scgmento cuidam vel sectori, utcunque parvo, duplicato, infini-
tis modis, figuras longiudine infinitas cxhibendi acquales 335,

Esta es la novedad téenica esencial que Leibniz propone en relacién a sus prede-
cesores en ¢l Andlisis de los Infinitésimos: reducir los rectdngulos infinitesimales
(o0 elementales, como ¢! los llama) a tridngulos infinitesimales, sumando a continua-
cién las drcas de dichos tridngulos conforme a un sistema de ordenadas convergen-
tes. Por supucsto, cllo le llevard a obtener serics numéricas diferentes, para cuya
resolucion tendrd algunas dificultades. Pero para nuestro objeto podemos prescindir
dc esos desarrollos ulteriores del De Quadratura Arithmetica para subrayar las alu-
siones que, precisamente en ¢ste momento, hace a Desargues y a Pascal en el Scho-
lium del Teorema 7, que el propio Leibniz considera como el fundamental de su tratado:

«Quod ad ipsam attinet propositionem, arbitror unam esse cx gencralissi-
mis, atque utilissimis, quae extant in geometria, usque adeo enim universalis
est, ut omnibus curvis, etiam casu aut pro arbitrio sinc certa lege ductis, conve-
niat; et data qualibet figura alias exhibeal numero infinitas, quarum singularum
dimensio pendeat ex priore vel contra. Sed et inter foecundissima Geometriae
theoremata haberi potest 30,

Estamos pues ante el mismo «teorema fecundo» del que Leibniz hablaba a Ga-
llois. Pucs bicn, las idcas argucsianas sirven de fundamento a dicho tecorema, como
Leibniz explicita a continuacion:

«Porro cum clarisimi geometrae, qui Conica universaliter tractare cocpere,
ordinatarum ad curvas nomine comprenhendant non tantum rectas parallelas,
quales sunt 1C 1B, 2C 2B, aC 3B, ut vulgo tieri solet, sed etiam rectas A 1C,
A 2C, A 3C, quac omnes ad unum punctum commune A, convergunt (quod vel
ideo recte fit, quoniam ipsaemet parallelae sine crrore pro convergentibus sumi
possunt, I antum ut punctum concursus carum seu centrum commune infinite
abesse tingatur, quemadmodum alter parabolae focus aut vertex). Hine jam ope
theorematis hujus nostri (eliciter evenit, ut harum quogue novarum ordinatarum,

ncmpe convergentiun, usus esse possit ad quadraturas s

Vemos tambicén que, al haber identificado arguesianamente las lincas paralelas
y las convergentes, admiticndo por tanto la nocion de purio del infinito, ¢s posible
obtener un nuevo método para analizar y cuadrar las curvas, basado cn el sistema

35. Ibid., p. 132,
36. Ed. Knobloch, pp. 35-30, Iincas 418-422.

37.1bid., p. 36. 1. 433-442. Knobloch sciiaka en nota que csos «clarissimi Geometrace» son Desargues
y Pascal, como evidencia el pasaje tachado por Leibniz a continaacion en el manuserito (/bid., p. 36y p. 131).
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de tridngulos y en las ordenadas convergentes; puesto que ¢l ojo puede estar supues-
to en un punto del infinito, la relacion entre las nociones perspectivas y el cdlculo
integral se hace de repente perfectamente clara. Basta con colocar el punto A de la
figura 4 en cl infinito y analizar a continuacién una curva cualquiera f(x) mediante
los tridngulos mixtilineos para obtener, sumando los triangulos que tienen su vértice
en el infinito, la integral indefinida de f(x)dx.

Para calcular esa suma (o integral) en el caso de una y otra cénica (o curva) habrd
que resolver no pocos problemas técnicos ligados a la suma de series numéricas: Leibniz
retomard al respecto algunas de las investigaciones de los matemdticos ingleses. Pero
la idca bisica que lfevd a Leibniz a solucionar ¢l problema de las cuadraturas de las
curvas parte de nociones extraidas de la Geometria Perspectiva de Desargues y de Pascal.
El método de la transmutacion, que lucgo denominard Leibniz método de la meta-
morfosis, surge de sus investigaciones sobre la Ciencia Perspectiva.

Para terminar, conviene recordar que ulteriormente Leibniz ird introduciendo las
notaciones diferenciales, lo cual le permitird generalizar enormemente dicho método:
los rastros de la Geometria Perspectiva desaparecerdn por completo cuando Leibniz
publique en 1684 su Nova Methodus. Mas el estudio de sus notas de lectura, asi como
de sus borradores y manuscritos primeros sobre las cuadraturas y ¢l Cédlculo Diferen-
cial, muestran que la influencia de Desargues y de Pascal fue muy efectiva en un mo-
mento clave del desarrollo de las investigaciones matematicas de Leibniz,
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ALEAUME: La perspective speculative et pratique: mise au jour par Estienne Mi-
gon, Paris: Tavernier & Langlois 1643,
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