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1. INTRODUCCION

Taly como suele decirse, el calculo infinitesimal fue una creacién debida a Newton
y Leibniz, quienes unificaron y desarrollaron considerablemente toda una serie de
métodos y procedimientos dispersos usados por autores anteriores para tratar aisla-
damente problemas concretos. Entre los griegos, como se sabe, no hay antecedentes
del calculo diferencial y 1as tangentes a las conicas son consideradas de manera pura-
mente geométrica. Si hay, en cambio, formas de calcular areas y volumenes, e incluso
una manera rigurosa de hacerlo, el llamado método de exhauscion o «exhaustivoy,
que ciertamente algo tiene que ver con la nocion del limite, y que fue conocido ¢
inspird a los matematicos posteriores.
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A Newton y Leibniz siguié un siglo XVIII en el calculo infinitesimal y sus apli-
caciones a la mecanica y a la fisica en general se desarrollaron extraordinariamente,
a partir de los «Principia» de Newton, llegéndose a instrumentos tan generales como
el Calculo de Variaciones. Pero la justificacion —le demos el sentido que le demos-—
de los procedimientos empleados parecia dejar que desear en cuanto a solidez y cla-
ridad, y ello no ya desde los criterios de nuestros dias, sino también desde los de la
época. Fueron abundantes las criticas al uso de los «infinitamente pequefios» o «infi-
nitésimosy, a las «cantidades evanescentesy, entre cllas las brillantes del obispo Ber-
keley, que tuvieron amplio eco. Y los intentos de respuesta a estas criticas, entre los
que destacan los nombres de Taylor y Mclaurin, no resultaron demasiado convincentes.

A finales del siglo X VIII habia pues, un calculo muy desarrollado y que resulta-
ba importantisimo para la fisica y la astronomia. Y habia también una cierta necesi-
dad de afirmarlo sobre bases mas solidas y algunas ideas acerca de como podria
hacerse, por ejemplo usando el concepto de limite. Pero algunos autores que parecie-
ron vislumbrar estas ideas —se ha citado mucho a D’ Alembert en este sentido—no las
desarrollaron y otros, como Euler, dedicaron mucho mas esfuerzo a obtener resultados
que a presentar el calculo de una forma que no se prestase a las criticas que se habian
hecho.

Esta seria la tarea del siglo XIX. Partiendo de la obra de Lagrange, sin duda el
matematico del XVIII mas preocupado por los fundamentos, Cauchy desarrollé en
una serie de escritos, el mas famoso de los cuales es el «Curso» de 1821, una vision
del calculo que suponia un gran avance sobre todo lo anterior en cuanto a la precision
en las definiciones y el rigor de las demostraciones en los teoremas. Un poco antes
Gauss habia dado, con su estudio de la convergencia de la serie hipergeométrica, un
ejemplo de rigor a la hora de investigar la convergencia de las series de funciones y
la determinacion del dominio de validez de dicha convergencia; un poco después,
Abel hizo aportaciones importantes al estudio de la convergencia de las series de
potencias.

Otro texto fundamental para el analisis del siglo XIX fue la «Teoria analitica
del calor», de Fourier, publicada en 1822, un afio después del «Curso» de Cauchy.
Las ideas alli expuestas en torno a las series que hoy llevan su nombre contribuyeron
aextender y precisar lanocién de funcién y su continuidad, la posibilidad de desarro-
llar funciones en serie trigonométrica y las condiciones para ello, y la nocién de
integral, que Cauchy presentaria en una forma parecida a la de hoy, mas tarde per-
feccionada por Riemann. Una razén fundamental para el desarrollo de la idea de
integral fue la demostracion rigurosa de resultados de convergencia para las series de
Fourier, entre los que hay que citar un famoso teorema de Dirichlet.
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A Cauchy se ha atribuido la presentacién de nociones como limite, continuidad,
convergencia, derivada, integral, etc., en una forma parecida, o casi idéntica, a la
nuestra, y el establecimiento del rigor en el calculo. Esto, que es en buena parte
cierto, no lo es del todo, tal como intentaremos mostrar con algun detalle. El ciclo
abierto por Cauchy, y otros, puede decirse que se cierra con Weierstrass, quien desde
su catedra de Berlin ejercio una enorme influencia, sometid a critica diversas nocio-
nes y contribuy6 a dar a la teoria de funciones, reales y complejas, una forma siste-
matica con un rigor nunca visto antes y con el que acababa de perfilarse el de Cauchy.
A esto habria que afadir la presentacion rigurosa de los nimeros complejos  a partir
de los reales, debida en buena parte a Hamilton, y la aceptacion general de su inter-
pretacion geométrica como puntos del plano. Y, hacia 1870, la presentacion casi si-
multanea por varios autores de distintas teorias de los nimeros reales en las que
quedaban justificadas rigurosamente sus propiedades. De este modo quedaba abierta
la via para la teoria de conjuntos de Cantor quien con su fino estudio de las propieda-
des de la recta real, abriria el camino de la topologia y de la teoria de la medida. Pero
esta es ya otra historia que va mas alla de los limites de esta conferencia.

2. EL RIGOR A PRINCIPIOS DEL SIGLO XIX. LAGRANGE

Si tomamos como punto de referencia los comienzos del siglo XIX, encontrare-
mos varias diferencias importantes con respecto a la situacién de la matematica en
nuestros dias. En lo que sigue intentaremos dar una idea aproximada acerca de como
tuvo lugar esa evolucién a lo largo de una parte del camino, hasta casi el final del
XIX. Comenzaremos por sciialar varios niicleos conceptuales relevantes para nues-
tros fines:

a) Funciones: se consideran funciones dadas por expresiones analiticas explici-
tas (por formulas), pero las formulaciones mas generales son pocas, aisladas y suje-
tas a discusion (véase lo dicho mas abajo sobre la polémica a proposito de las solu-
ciones de la ecuacién de la cuerda vibrante);

b) Conjuntos: en la matematica se manejan, desde luego, distintos conjuntos
de nameros, funciones, conicas, figuras geométricas, etc., pero no parece que antes
de Bolzano haya habido ninglin intento notable de precisar conceptualmente estas

nociones;

¢) Series: se utilizan ampliamente, incluyendo algunas aplicaciones importan-
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tes, como la solucion de ecuaciones diferenciales, pero las cuestiones relativas a la
convergencia son dejadas de lado a menudo. Las series divergentes son usadas con
una gran libertad, lo que da lugar a diversas paradojas;

d) Series de Fourier: la utilizacién del método de separacion de variables por
D’ Alembert para resolver la ecuacién de la cuerda vibrante, y otros problemas, lleva-
ron a considerar la posibilidad de representar funciones «Cualesquiera» mediante
series trigonométricas haciendo intervenir senos y cosenos, lo que origind una larga
y complicada polémica entre algunos de los matematicos mas importantes de la
época acerca de qué funciones podian ser consideradas;

¢) Numeros reales: los nameros racionales ¢ irracionales son usados consis-
tentemente, es decir, sin dar lugar a paradojas, pero sin disponer de una definicion
clara de ellos a partir de la cual se obtengan sus propiedades;

f) Nameros complejos: venian siendo usados bajo distintas denominaciones
(imposibles, imaginarios, etc.), sobre todo en la resolucion, de las ecuaciones alge-
braicas. Gauss habia dado varias demostraciones del llamado Teorema Fundamental
del Algebra (el resultado que dice que todo polinomio de grado n tiene exactamente
n raices complejas), pero todavia no se habia llegado a la interpretacion geométrica
como puntos del plano que es hoy habitual. La extensién de algunas funciones cono-
cidas al campo complejo resulté problematica, como lo muestra la polémica que tuvo
lugar en torno a las paradojas a que dio lugar el logaritmo complejo;

g) Derivadas e integrales: las derivadas y diferenciales son manejadas y per-
miten obtener numerosos resultados. La integral es presentada como operacion «in-
versa» de la derivada.

La situacién puede iluminarse con una famosa cita de Abel, quien en 1826
habla de

«..la tremenda oscuridad que encontramos sin duda en el
andlisis. Carece tan absolutamente de plan y sistema que es
notable que tantos lo hayan estudiado. Lo peor de todo es que
nunca ha sido tratado con precision. Pocos teoremas del analisis
superior han sido demostrados de una forma légicamente
satisfactoria. En todas partes encuentra uno esa miserable forma
de concluir que va de lo particular a lo general, y resulta
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sumamente extrafio que tal procedimiento haya dado lugar a tan
pocas de las llamadas paradojas».

Pasamos ahora a examinar con un poco mas de detalle algunos de los puntos
anteriores.

Las funciones empleadas por los matematicos del siglo XVIII venian dadas por
una expresion analitica, una formula. Euler hablaba de «una expresion formada, de
cualquier modo, de la misma cantidad y de numeros o cantidades constantesy. Gauss
considera expresiones analiticas finitas, y cuando habla de la funcion hipergeométri-
ca F(a,b,c,x) como funcién de a, b, ¢ y x, afiade «en tanto que puede considerarse
como funciony». En su tratado de 1797, Lacroix dice que «Toda cantidad cuyo valor
depende de uno o varios distintos se llama funcion de las ultimas, tanto si uno sabe
mediante qué operaciones se va de las ultimas a las primeras como si noy.

Un poco antes, en 1787, la Academia de San Petersburgo, sin duda por influen-
cia de Euler, propuso la cuestién siguiente:

«Si las funciones arbitrarias a las que se llega integrando
ecuaciones [diferenciales], en tres o varias variables, representan
cualquier curva o superficie, bien sea algebraica o trascendente,
bien sea mecanica, discontinua o producida por un movimiento
voluntario de la mano, o bien si estas funciones incluyen solo a
las curvas continuas representadas por una ecuacion algebraica
o trascendente»,

lo que es buena muestra de la imprecision reinante. El premio fue ganado por L.
Arbogast, seguidor de Lagrange, y que, en la linea de Euler, distinguia entre funcio-
nes «discontinuasy, en el sentido de que pueden estar definidas por leyes o formulas
distintas —es decir, que para nosotros podrian ser continuas—y las «discontigiiasy,
que serian nuestras funciones discontinuas con saltos finitos. Ademaés, la nocidn de
funcion «continua» en el sentido de Arbogast parece incluir la «contigiiiddad», en el
sentido de incorporar a la grafica de la funcion trozos verticales uniendo los saltos.
Pero sin duda fue J.L. Lagrange (1736-1813) el matematico importante de la
¢poca que mas atencion dedicé al problema de los fundamentos del analisis, volvien-
do unay otra vez sobre €l a lo largo de los afios. Ya en una carta a Euler de 1754 dice
que «habia desarrollado la verdadera metafisica de sus principios tanto como es
posible», pero no da detalles. En 1760 vuelve sobre ellos y en 1772 declara que la
(nica manera de hacer rigurosos los conceptos del calculo es reducirlos al algebra, es
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decir, en definirlos en términos de conceptos algebraicos. Para Lagrange habia, en
1772, una «teoria de series» algebraica que proporcionaba para toda funcion un desa-
rrollo en serie.

«FEl calculo diferencial, considerado en toda su generalidad,
consiste en encontrar divectamente y mediante procedimientos
simples y sencillos» las funciones p, q, r en el desarrollo general

f(x+h) =f(x) + ph + gh? + rh® + ...

para una funcion dada f. Para Lagrange, era la «presentacion mds
claray sencilla nunca vistay y ello «independientemente de toda
metafisica yide cualquier teoria de las cantidades infinitamente
pequerias y evanescentes.

Sin embargo, los fundamentos no eran la preocupacion principal en su articulo
de 1772 y las observaciones sobre ellos eran breves y dispersas. Tampoco se intenta-
ba obtener a partir de los fundamentos los algoritmos basicos del calculo.

En 1784 la Academia de Berlin habia convocado, sin duda con intervencion de
Lagrange, un premio para «una teoria clara y precisa de lo que se llama infinito en
matemdtica». Reproducimos, por ser significativa, parte de la convocatoria

«Es bien sabido que la matemdtica superior usa
continuamente cantidades infinitamente grandes e infinitamente
pequeiias. Sin embargo los gedmetras, e incluso los analistas
antiguos, han evitado cuidadosamente todo lo que se acerca al
infinito, y algunos grandes analistas modernos sostienen que la
expresion "magnitud infinita" es contradictoria.

La Academia espera, entonces, que pueda ser explicado como
ha sido posible deducir tantos teoremas verdaderos de una
suposicion contradictoria, y que sea posible encontrar un principio
que sea seguro,claro —en una palabra verdaderamente
matemdtico— que pueda sustituir adecuadamente al «infinito».

El resultado fue un tanto decepcionante. El premio fue otorgado a un trabajo
de S. L’Huilier, el menos insatisfactorio de los presentados. La Academia no
quedd muy contenta, y en el acta del premio se hace constar que todas las contribu-
ciones carecian de «claridad, sencillez y rigor particular», y que todos los con-
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cursantes «habian olvidado explicar como era posible deducir tantos teoremas
verdaderos de una suposicion contradictoriay.

Afios después, en 1797, se publican las «Refléxions sur la métaphysique du
calcul infinitésimaly», de L. Carnot y, sobre todo, las «Fonctions analytiques» de
Lagrange, cuyo titulo completo era «Teoria de las funciones analiticas, alejada
de cualquier consideracion de cantidades infinitamente pequefias o evanescen-
tes, o de limites, o de fluxiones y reducida al analisis algebraico de cantidades
finitas», escrita como libro para servir de texto en la Escuela Politécnica de Pa-
ris. ;

El libro comienza con una critica de los anteriores intentos de fundamentar
el calculo. Los infinitésimos no eran rigurosos en absoluto y Leibniz y los Ber-
noulli «no se preocupaban de demostrar los principios». La compensacion de
errores de que hablaba Berkeley permite obtener resultados correctos, pero des-
graciadamente no puede tomarse como fundamento «ya que seria dificil dar una
demostracion [de ella]». Las fluxiones de Newton eran inaceptables porque ha-
cian intervenir el movimiento y la velocidad. En cuanto al concepto de limite,
era demasiado vago, y mas geométrico que algebraico, como sucede con la idea
de una curva como limite de una sucesion de poligonos. Tampoco le parece sa-
tisfactorio el intento de Euler y D’Alembert de demostrar que «las diferencias
que se suponen infinitesimales deben ser absolutamente nulas y que sus razones,
que son las unicas cantidades que intervienen realmente en el cdlculo no son
sino limites de razones entre cantidades finitas o indefinidas».

Segun Grabiner, Lagrange hace ademas otra critica, implicita, a los demas
intentos de fundamentar el calculo: el de no proporcionar todos los resultados
conocidos. De este modo, la finalidad principal del libro de Lagrange seria la de
establecer rigurosamente el calculo mas que descubrir resultados nuevos; por
otra parte, éstos no faltan, como muestra el importante ejemplo de la obtencion
del resto para la féormula de Taylor. Esta forma de actuar, junto con las corres-
pondientes técnicas algebraicas, en particular el manejo de desigualdades, influ-
yé en Bolzano y Cauchy, quienes lo citan explicitamente. Para Lagrange (en la
edicidén de 1813).

«Llamamos funcion de una o varias variables a cualquier
expresion del cdlculo en la que entran dichas cantidades de una
manera arbitraria... La palabra funcion fue utilizada por los
primero analistas para denotar las potencias de una cantidad en
general. Desde entonces esta palabra se ha extendido para
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designar cualquier cantidad formada de una manera arbitraria a
partir de otra cantidad...»

y estas funciones podran siempre desarrollarse en serie de la manera escrita mas
arriba «donde p, q,... serdan nuevas funciones de x, derivadas de la funcion primitiva
f e independientes de h». «La formacion y el cdlculo de estas distintas funciones
segun Lagrange son, a decir verdad, el auténtico objeto de nuevos tipos de cdlculo,
es decir, del llamado cadlculo diferencialy.

Lagrange llega incluso a dar una especie de demostracion equivocada de que
siempre existe ese desarrollo, salvo para valores aislados de la variable x. De hecho
reconoce que hay unas pocas funciones para las que no es asi, pero cree que esas
funciones no se pueden estudiar mediante los métodos del calculo.

De este modo p=f'(x),q= %‘F"(x) ,...donde f',f" ... son las derivadas de la
funcion f.

Algo mas tarde, en sus Legons de 1801, Lagrange sigue mostrando un nota-
ble dominio en la manipulacién de las desigualdades algebraicas, el mayor antes
de Cauchy. Esta vez los aplica al estudio de [a serie bindmica (es decir, a la serie
(1+x)™, donde m es un racional no entero, o un irracional) y sefiala que «de este
modo podemos estar a cubierto de las dificultades que pueden venir de la falta
de convergencia de la serie». Mediante el criterio del cociente muestra que la
serie bindmica converge cuando |x| <1y saca la conclusion de que esa serie «no
podrd utilizarse con seguridad, sea cual sea su alcance, mads que teniendo en
cuenta los limites que acabamos de dar». Segin Pringsheim, Lagrange disponia
ya de todos los elementos necesarios para dar una justificacion rigurosa de la
serie de Taylor.

Los intentos de Lagrange de reducir el célculo al algebra, sin recurrir a la
geometria ni al movimiento, pueden entenderse como el final de un largo proce-
so que se extiende durante el siglo XV1II. Ya D’ Alembert habia reprochado a las
fluxiones de Newton el hacer intervenir la idea de movimiento, ya que el calculo
tiene «como objeto unicamente las cantidades algebraicas». Euler habia dicho
que su tratado de célculo diferencial «estaba dentro de los Iimites del andlisis
puroy», ya que no usaba dibujos en sus explicaciones. Lagrange abre la via de
rigorizacion del analisis mediante el algebra que seguirian Bolzano y Cauchy, y
tampoco hay ningin dibujo en el Curso. Bolzano habla de la necesidad de no
hacer intervenir la geometria en el analisis y de dar «demostraciones puramente
analiticas» de sus teoremas; para él, «seria una terrible ofensa al buen método
derivar verdades de la matemdtica pura (o general), es decir, aritmética, dige-
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bra o andlisis a partir de consideraciones que corresponden a la matemdtica
puramente aplicada (o especial), como la geometria.
Grabiner ha insistido en el interés de Lagrange por los teoremas gnerales y en su
deseo de mostrar que los resultados interesantes, sean la no resolubilidad de la
ecuacion de quinto grado, la exactitud de una aproximacién o la ecuacién del
movimiento de un sistema fisico, son casos particulares de algiin principio mas
general. Esto le distinguia de sus contemporaneos, mucho mas orientados hacia
los problemas concretos. El también se ocup6 de problemas numéricos concre-
tos y fue justamente el interés por mejorar los métodos de aproximacion lo que
abrié el camino a Bolzano y Cauchy.

Bottazzini, en su introduccion al Curso, recuerda el juicio de Bourbaki so-
bre el uso de las series durante el siglo X VIII:

«En esta época [a principios del XVII] se introduce el método
de los desarrollos en serie, que muy pronto, en manos de
algebristas impenitentes, toma un cardcter solamente formal y
distrae la atencion de los matemdticos de los problemas de
convergencia que plantea el sano uso de las series en el dominio
de los mimeros realesy. D 'Alembert «<manifiesta sus dudas sobre
el empleo de series no convergentes. Pero la autoridad de los
Bernoulli y sobre todo de Fuler, hace que tales dudas sean
excepcionales en la épocay.

Esta presentacion de Bourbaki fue corregida afios después por uno de los miem-
bros mas conocidos, J. Dieudonné, quien dice que

«Contrariamente a una opinion muy extendida, no hay que
creer que los analistas del siglo XVIII sean indiferentes a las
cuestiones de aproximacion y de convergencia, casi todos ellos
se interesan por el cdlculo numéricoy.

para concluir que:
«Las acusaciones de «falta de vigor» que hubieron de sufrir
los analistas del siglo XVIII por parte de sus sucesores viene sobre

todo, de hecho, de la dificultad que tuvieron para definir de modo
preciso las nociones basicas del calculo infinitesimal, de las que
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tenian a menudo una buena concepcion intuitiva, y en marcar la
distincion, a veces sutil, entre nociones aparentemente proximas,
en el siglo XIX fueron condenados de modo demasiado expeditivo
teniendo en cuenta sélo lo incorrecto de su lenguaje, sin examinar
con cuidado el contexto.

En particular, Euler fue un absoluto maestro en el uso de las series, divergentes
incluidas, de los métodos para sumarlas y de sus transformaciones: una de éstas le
permitia por ejemplo asignar a la serie

I-1+1-1+1-1+..
la suma % . Pero en este dominio la reflexion sobre las maneras de justificar los
resultados fue muy por detras de la cantidad de éstos a lo largo de todo el X VIII.

En el siglo XVIII se inicia igualmente el estudio de las series trigonométricas, es

decir, de aquellas series de funciones de la forma

0

1
—a,*t Z a cosnx + b sen nx

2 0 n n
n=I
donde los a_y b_son numeros reales, que habian aparecido tanto en problemas de
astronomia como en teoria de la interpolacidén. Sabemos hoy que si la serie representa
una cierta funcion f{(x), entonces los coeficientes vienen dados por

x x
a = L J. f(x) cos nx dx a, - J f(x) sen nx dx
! n - ' n -7
y estos coeficientes son obtenidos de modo mas o menos oscuro y mediante distintas
manipulaciones formales por Euler y Clairaut en distintos casos.

A las mismas se llegd también en el estudio de las soluciones u(x,#) de la ecua-
cion en derivadas parciales que describe el movimiento de una cuerda vibrante, que
eslau, -c’u =0,dondeu y u,designan derivadas parciales de la funcion u,y c es
una constante real positiva. Utilizando el método Ilamado de separacion de variables,
debido a D’ Alembert, se obtenian soluciones de la forma

u(nt) = fix - ct) + g + cl
donde fy g eran funciones que venian determinadas por la posicion y la velocidad de
la cuerda en el instante inicial £ =0 (x es aqui la variable especial). Esto dio lugar a
una complicada polémica, en cuyos detalles no podemos entrar aqui, entre D’ Alembert,
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Euler, D. Bernoulli y Lagrange sobre qué clase de funciones f'y g podian permitirse
en las soluciones, y a la convocatoria del premio de 1787 de la Academia de San
Petersburgo antes mencionado.

J. B. Fourier (1768-1830) present6 en 1807 a la Academia de Ciencias de Paris
su primera memoria sobre la transmisién del calor, de la que daria una version am-
pliada en 1812, y que finalmente se convirtié en 1822 en el célebre Théorie analyti-
que de la chaleur (Teoria analitica del calor). Alli Fourier, ademéas de encontrar la
ecuacion en derivadas parciales que rige la propagacion del calor, llega mediante la
aplicacion de la separacion de variables a una serie de la forma anterior, y deduce de
un modo bastante embrollado que parece usar la existencia de un desarrollo de Mclau-
rin para la funcién f'y una integracion término a término no justificada el valor de los
coeficientes. Esto le lleva a extender considerablemente la nocidn de funcion, dicien-
do

«En general, la funcion f(x) representa una sucesion de
valores u ordenadas cada una de las cuales es arbitraria. Como
la abscisa x recibe una infinidad de valores, hay un nimero igual
de ordenadas f(x) y todas ellas tienen valores numéricos concretos,
ya sean positivos, negativos o nulos.

No suponemos que estas ordenadas estén sujetas a una ley
comun a todas ellas; se suceden unas a otras de una manera
arbitraria, y cada de una de ellas viene dada como si fuera una
cantidad aislada.»

Esta definicion parece bastante mas general que las anteriores y hasta puede
entenderse como la de una funcidn «arbitraria», pero esto Gltimo no es claro a partir
del uso que hace Fourier de ella. También aclara y dilucida considerablemente las
cuestiones, involucradas en la polémica acerca de las soluciones de la ecuacién de la
cuerda vibrante, sobre funciones definidas por distintas formulas sobre distintos in-
tervalos, precision del dominio de definicidén de una funcion dada por una férmula,
extensiones pares e impares a (-7, © ) de una funcidn definida sélo en principio sobre
(0, ), etc. Todo esto supone una vuelta al punto de vista geométrico. Digamos
también que Fourier llenaba con trozos verticales los saltos de las funciones discon-
tinuas en la memoria de 1807, suprimiendo mas tarde dichos dibujos.

Fourier parecia convencido de que «cualquier» funcién podia expresarse como
una serie trigonométrica con coeficientes definidos por las formulas anteriores, e
incluso hizo un intento de demostracion, aun sin precisar las condiciones que habia
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de cumplir f. (Sin embargo, si probd la convergencia en algiin caso particular). En
1820 Poisson publicé una demostracion poco rigurosa, y en la que tampoco se preci-
saban las hipdtesis. Por su parte, Lagrange criticé la falta de rigor de la memoria de
1807 de Fourier y parecia estar convencido de la imposibilidad de representar fun-
ciones cualesquiera mediante series de Fourier.

En 1809 Laplace obtuvo una formula integral para la solucion de la ecuacion del
calor sobre un intervalo infinito de valores de x, y un poco después (1811) Fourier, de
nuevo usando manipulaciones no rigurosas de series ¢ integrales, lo que se llama
férmula integral de Fourier o transformada de Fourier, llegandose a expresiones como

f(x)= % Jﬂr f f(u) cos(q(u-x)) dLl dq

que presentan multiples dificultades si se quieren demostrar rigurosamente: interva-
los de integracién infinitos, cambios del orden de integracion, etc. Resultados seme-
jantes fueron obtenidos de manera tal vez independiente por Poisson y Cauchy.

Casiala vez, en 1812, llevaba a cabo Gauss una de las primeras investigaciones
rigurosas sobre la convergencia de series de funciones a propésito de la serie hiper-
geométrica F(a,b,c,x) seglin los valores de los parametros a, b y c. Pero Gauss, que
estudié de modo exhaustivo este caso particular, no intent6 elaborar una teoria general.

Los nimeros complejos venian usandose, desde siglos atras, sobre todo a propo-
sito de la resolucién de ecuaciones algebraicas —hallar todas las raices de un polino-
mio con coeficientes, en general reales, de grado n— pero su status matematico era
sumamente vago y a menudo fueron considerados como una mera ayuda o artificio
de calculo que permitia obtener los resultados deseados, que a veces se intentaba
formular sin hacer mencion de los complejos. Otras aplicaciones importantes surgie-
ron en el siglo X VIII, tanto en la mecénica de fluidos (D’ Alembert) como en el célcu-
lo de integrales definidas para funciones reales (Euler, Laplace). En palabras de M.
Kline, la situacion puede resumirse como sigue

«La obrade Euler, D’Alemberty Lagrange supuso un avance
notable en la teoria de funciones. Sin embargo, habia una
limitacion esencial en dicha obra: todos ellos separaban la parte
real y la parte imaginaria de f(x + iy) a la hora de hacer el trabajo
analitico. En realidad la funcion compleja no era la entidad basica.
Es claro que estos matemdticos se sentian incomodos manejando
funciones complejas. Laplace, en su libro de 1812, indica: «Esta
transicion de real a imaginario puede ser considerada como un
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método heuristico, que es como el método de induccion largo
tiempo usado por los matematicos. Sin embargo, si se usa el
método con cuidado y prudencia, siempre es posible probar el
resultado obtenido. Laplace insiste en que es necesario comprobar
los resultados».

La forma de proceder de algunos matematicos, entre ellos Euler, parece suponer
la interpretacion geométrica hoy usual de los nimeros complejos como puntos del
plano: al numero complejo a + bi, con a 'y b numeros reales ¢ i tal que i = -1, le
corresponde el punto de coordenadas (a,b). Sin embargo, la identificaciéon no llegd a
consumarse, ni tampoco la interpretacion geométrica de las operaciones (suma y
multiplicacién) con los complejos.

La interpretacion geométrica de los nimeros complejos como puntos del plano
o, mejor, como segmentos dirigidos (vectores) fue alcanzada independientemente
por dos autodidactas, el noruego C. Wessel en una memoria de 1797 que permanecio
olvidada durante un siglo, y el suizo J. R. Argand en un trabajo de 1806. Gauss, que
habia dado varias demostraciones del Teorema Fundamental del Algebra en las que
no se usaban realmente las funciones complejas sino que se separaban las partes real
e imaginaria, estaba también en posesion de esta idea, como muestra una famosa
carta a Bessel de 1811. Aunque todavia en otra carta de 1825 consideraba que «/a
verdadera metafisica de [~ les elusiva», publicé finalmente sus ideas en 1831 di-
ciendo que «el significado intuitivo de los numeros complejos queda completamente
establecido y no hace falta mds para admitir esas cantidades en el domino de la
aritmétican.

3. EL RIGOR DE CAUCHY Y EL ANALISIS MATEMATICO

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) es una de las grandes figuras de la mate-
matica del siglo pasado y a €l suele atribuirse en las historias de la matematica tradi-
cionales la introduccion del rigor en el domino del analisis matematico. Hizo aporta-
ciones considerables a distintas ramas de la Matematica y de la Fisica Matematica, se
le atribuye la creacion de la teoria matematica de la elasticidad, que segin dice Freu-
denthal en su excelente articulo biografico seria su mayor logro pero gran parte de su
muy abundante obra esta dedicada al analisis, y de una parte de ella —quedaran fuera
las ecuaciones diferenciales y en derivadas parciales— nos ocuparemos en esta sec-
cion.
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Al comienzo de su carrera y tras algunos resultados aislados en otros dominios,
como por ejemplo una demostracion del teorema de Euler sobre los poliedros, escri-
bid en 1814 una memoria sobre el uso del calculo de residuos de funciones complejas
para hallar el valor de integrales definidas reales, y hacia 1816 encontré por si mismo
—parece— la formula de representacion de la transformada de Fourier, asi como la de
la transformada inversa, con motivo de una memoria sobre la propagacion de ondas
en la superficie de un liquido. Y en 1821 publica el primero de sus grandes tratados.
el «Cours D’Analyse» (Curso de Analisis) mejor dicho, su primera parte, «Andlisis
algebraicoy; las siguientes no llegaron a publicarse- para la Escuela Politécnica de
Paris. Mas tarde publico los «Resumé des Legons sur le calcul infinitésimaly (1823)
y «Legons sur le calcul différentiel» (1829), con los que cambia la concepcion del
analisis. Segin Boyer

«Puede decirse con toda tranquilidad que con Cauchy los
conceptos fundamentales del calculo reciben una formulacion
rigurosa. Por esta razon se consideranormalmente a Cauchy como
el fundador del calculo diferencial exacto en el sentido moderno».

Este Curso puede considerarse como la primera piedra del proceso que se ha
dado en |lamar «aritmetizacion del analisisy, en €] éste terminaria por asentarse final-
mente sobre bases rigurosas, definiéndose las nociones fundamentales del calculo en
términos de desigualdades con nimeros reales, los cuales serian a su vez construidos
a partir de Jos racionales (y éstos de los naturales). Hablando del Curso dice F. Klein
que

«...proporciona un fundamento aritmético, libre de objeciones
en todos los puntos criticos; aqui empieza, a partir de esta obra
fundamental, la llamada "aritmetizacion" de toda la matemdtica».

Cauchy explicita sus intenciones en la introduccién. Citemos, una vez mas, un
texto que lo ha sido otras muchas

En cuanto a los métodos, he intentado darles todo el rigor
que se exige en geomelria, de manera que no haya que recurrir
nunca a razones tomadas de la generalidad del dlgebra. Las
razones de esta especie, aunque bastante cominmente admitidas,
sobre todo en el paso de las series convergentes a las series
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divergentes, y de las cantidades reales a las expresiones
imaginarias, sélo pueden ser consideradas, me parece, como
inducciones propias para hacer presentir algunas veces la verdad,
pero que no van muy de acuerdo con la exactitud tan ponderada
de las ciencias matemdticas. Incluso hay que observar que tienden
a atribuir a las formulas algebraicas una extension indefinida,
mientras que, en la realidad, la mayoria de estas formulas
subsisten unicamente en ciertas condiciones, y para algunos
valores de las cantidades que aparecen en ellas. Determinando
estas condiciones y estos valores, y fijando de una manera precisa
el sentido de las notaciones y su uso, hago desaparecer toda
incerteza, y entonces las diferentes formulas sélo presentan
relaciones entre cantidades reales, relaciones que siempre es facil
verificar mediante la sustitucion de las cantidades mismas por
numeros. Es cierto que para ser constantemente fiel a estos
principios me he visto forzado a admitir varias proposiciones que
tal vez parezcan un poco duras a primera vista. Por ejemplo,
enuncio en el Capitulo VI que una serie divergente no tiene suma...
Pero los que lean mi obra reconocerdn, espero, que las
proposiciones de esta naturaleza, que conllevan la necesidad
agradable de poner mds precision en las teorias, y de aportar
restricciones utiles a afirmaciones demasiado extensas, son
provechosas para andlisis, y proporcionan temas de investigacion
que no carecen de interés. Asi, antes de sumar una serie, he debido
examinar cudndo puede sumarse una serie...»

W

-

Este rigor ya fue apreciado en su momento. N. H. Abel (1801-1829), quien no
fue demasiado bien tratado por Cauchy, consideraba que su curso es «una obra exce-
lente, una que debe ser leida por todos los analistas que amen el rigor matemdtico».

Cauchy afirmoé en alguna ocasion que los métodos de los griegos eran un modelo
de rigor matematico, pero sus técnicas tienen menos que ver con el método exhausti-
vo de aquellos —que habia sido traducido en algunos argumentos de paso al limite del
siglo XVIII, por ejemplo de L"Huiller— que con el manejo de desigualdades algebrai-
cas mas refinadas de Lagrange. Pero Cauchy desconfiaba, como acabamos de ver, de
las interpretaciones automaticas de expresiones simbolicas: para que sea valida una
relacion entre series, éstas han de ser convergentes.

Cauchy parece haber visto que la vaga nocion de limite del siglo XVIII podia ser
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entendida en términos de desigualdades, y que una vez hecho esto era posible basar el
calculo sobre la nocion de limite, reduciendo a ella los resultados relativos a funcio-
nes continuas, series, derivadas, etc. Grabiner sugiere que la apreciacion de lo prime-
ro parece haber sido el resultado de un proceso gradual a partir de la consideracion de
problemas concretos como integrales definidas, aproximaciones, series, y que hasta
que comenzo a ensefiar en la Politécnica no se ocup6 de cuestiones de rigor en térmi-
nos generales.

Una cosa son, sin embargo, las declaraciones de principios y otra, a veces bien
distinta, la manera de aplicarlas —o de no hacerlo— en cada caso concreto. Se ha
escrito mucha historia de la matematica usando soélo las primeras y olvidando lo
segundo. En lo que sigue vamos a ver con un poco de detalle la aplicacion por Cau-
chy de sus principios. Consideramos, por comodidad, distintos apartados:

I) Nocion de funcion: la idea de funcion de Cauchy difiere bien poco de la de
muchos de sus contemporaneos. En el Curso se dice

«Cuando las cantidades variables estdn ligadas entre ellas
de tal manera que, dado el valor de una de ellas, es posible concluir
el valor de todas las demas, estas distintas cantidades son en
general concebidas como expresadas por medio de una ellas, que
toma entonces el nombre de variable independiente; y las otras
cantidades expresadas mediante la variable independiente son lo
que se llama funciones de esa variable.

IT) Limite: en el Curso, Cauchy da la siguiente definicion de limite

«Cuando los valores que va tomando sucesivamente una
variable particular se aproximan indefinidamente a un valor fijo
de tal manera que acaban por diferir de él tan poco como
queramos, entonces este ultimo valor recibe el nombre de limite
de todos los anteriores».

A partir de aqui Cauchy da a continuacion su definicion de infinitésimo
«Decimos que una cantidad variable se hace infinitamente

pequefia cuando su valor numérico disminuye indefinidamente
hasta converger al limite ceroy.
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Cauchy desarroll6 los limites y sus propiedades mas que todos los matematicos
anteriores, a muchos de los cuales supera en la precision de la definicion; ndtese, sin
embargo que no es nuestra definicién expresada en términos de € y O (véase mas
abajo). La definicion elimina alguna de las restricciones innecesarias de las anterio-
res —en el sentido de que la variable no debia «superar» el limite, por ejemplo— pero
eso ya lo habian hecho otros matematicos, como Lacroix. Por otra parte, esta defini-
cién plantea algunos problemas sobre el papel de los infinitamente pequeios en el
analisis de Cauchy, problemas que han dado lugar a largas discusiones entre los his-
toriadores y sobre los que volveremos un poco después.

IT) Continuidad: la definicion de la continuidad, y el uso de que hace de dicha
nocion, son uno de los grandes avances de Cauchy. (La misma definicion habia sido
dada por Bolzano en 1817). Reproducimos la definicion dada en el Curso

«sea funa funcion de la variable x, y supongamos que, para
cada valor de x intermedio entre dos limites dados, esta funcion
admite constantemente un valor unico y finito. Si, partiendo de
un valor de x comprendido entre esos limites, se atribuye a la
variable x un valor infinitamente pequefio « la funcion misma
tendra por incremento la diferencia fix + a) - f(x) que dependerd
al mismo tiempo de la nueva variable y del valor de x. Dicho esto,
la funcion f(x) serd, entre los dos limites asignados a la variable
x, funcion continua de esa variable, si, para cada valor de x
intermedio entre esos limites, el valor numérico [valor absoluto]
de fix + @) - f(x) decrece indefinidamente con el de a. En otros
términos, la funcion f(x) sera continua con respecto a x entre los
limites dados si, entre esos limites, un incremento infinitamente
pequefio de la variable produce siempre un incremento
infinitamente pequeflo de la funcién misma.

«Se dice también que la funcion f(x) es, en el entorno de un
valor particular atribuido a la variable x, funcion continua de
esavariable, siempre que es continua entre dos limites de x, incluso
muy proximos, entre los cuales estd la variable de que se trata.»

Esta definicién, o definiciones, presentan varias diferencias con respecto a las nues-

tras. En primer lugar, tampoco esta expresada en términos de «para todo €>0..». En
segundo, se trata de una definicion de continuidad global (en un intervalo), expresa-
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da de dos maneras aparentemente equivalentes, seguida de una definicién de conti-
nuidad en un entorno de un punto. Notese que Cauchy no da una definicién de continui-
dad en un punto, cosa que tampoco hizo en ninglin otro lugar de su obra. La interpre-
tacion de esta definicion ha dado lugar a discusiones, en buena parte a propdsito de
algunos de los «errores de Cauchy» de que hablaremos mas abajo. Un poco mas
tarde, Ampére da una definicion de continuidad casi en los mismos términos, pero
que parece coincidir mas bien con lo que hoy llamamos continuidad uniforme.

IV) Convergencia de series numéricas: segun la cita anterior de la introduc-
cidn, las series divergentes no tienen suma y no deben usarse, lo que hace pensar que
aqui también sera Cauchy mas preciso que sus predecesores. Si tenemos la serie

u, + u, tu, Tt u + ..

cuyas sumas parciales seran s, = u,+ ... + u_, Cauchy define la convergencia de la
serie diciendo que «si, para valores siempre crecientes de n, la suma parcial
n-ésima se va acercando indefinidamente a un cierto valor limite s, entonces la serie
se llamard convergente, y el limite en cuestion recibira el nombre de suma de la
serie. Por otra parte, si la suma s no se aproxima a ningun limite fijo cuando n crece
indefinidamente, la serie se llamard divergente y no tendrd sumay.

Da el criterio de convergencia que hoy se llama de Cauchy o de Bolzano-Cau-
chy: para que una serie sea convergente «es necesario y suficiente que para valores
infinitamente grandes del numero n, las sumas s, , s, ., ., ,, elc., difieran del limite
s, y en consecuencia enire si, en cantidades infinitamente pequefiasy. Este criterio,
del todo novedoso, no hace intervenir la suma s de la serie, que no es necesario
conocer. Cauchy demuestra facilmente que la condicion es necesaria y, a falta de un
dominio de la estructura de los reales que aun se haria esperar, no puede probar la
suficiencia.

También dio la condicidn necesaria, pero no suficiente, de que el término gene-
ral u_tienda a cero, asi como diversos criterios de convergencia (de la raiz, del co-
ciente, del logaritmo, etc.) para series de términos positivos.

V) Convergencia de series de funciones: Cauchy se ocup6 también de la con-
vergencia de series de funciones, y la motivacion para ello fue en buena parte su
interés por la convergencia de la serie bindmica. Aqui encontramos el mas famoso de
sus «erroresy, que presentaremos con algin cuidado.
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En el Curso se encuentra el siguiente teorema

Teorema I. Cuando los diferentes términos de la serie son funciones de una
misma variable x, continuos con respecto a esta variable en un entorno de un
valor particular para el que la serie es convergente, la suma s de la serie es
también, en el entorno de ese valor particular, funciéon continua de x.

Asi enunciado, el teorema es hoy, para nosotros falso. Pero ya en su momento
dio lugar a dificultades: en 1826 Abel sefial6 el ejemplo de una serie de Fourier que
tenderia hacia una funcién discontinua y dijo que «el feorema admite excepcionesy,
pero sin indicar el error cometido por Cauchy en su demostracion.

La historia puede resumirse (mucho) como sigue: en 1829 un matematico ale-
man, Dirksen, sefiala la dificultad y una posible salida; en 1847 Stokes muestra que
una serie de Fourier tiene una convergencia «infinitamente lenta» en un entorno de
un punto de discontinuidad de la funcidn; en 1848 un antiguo alumno de Dirichlet,
Seidel demuestra el mismo resultado de Stokes, pero ademas critica explicitamente
el teorema de Cauchy como equivocado; también un matematico sueco, E. G. Bjor-
ling hizo criticas a Cauchy. Finalmente Cauchy, que no habia contestado a ninguna
critica y habia reproducido en 1833 el teorema y su demostracion sin cambiar ni una
coma, publica en 1853 una nota en las Comptes Rendus en la que tras comenzar
diciendo que:

«Como han sefialado los sefiores Bouquel y Briot, este
teorema se verifica para las series ordenadas segun las potencias
ascendentes de una variable. Pero no puede ser admitido sin
restricciones para olras seriesy,

Mostrando un cierto fastidio, da una demostracion nueva que ha sido interpretada
tradicionalmente en el sentido de que Cauchy incorpora la condicién adicional de
que la convergencia de la serie ha de ser uniforme.

De hecho, este episodio ha sido analizado por muchos historiadores y se han
ofrecido diversas explicaciones del «error» de Cauchy, muchas de las cuales van en
la linea que se acaba de indicar; de entre estas iltimas la més elaborada es tal vez la
de Bourbaki,

«Cauchy, por ejemplo, creyo por un instante que una serie
convergente cuyos términos son funciones continuas de una
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variable tiene como suma una funcion continua: la rectificacion
de este punto por Abel en el curso de sus importantes trabajos
sobre series ...dio lugar finalmente a la elucidacion por
Weierstrass en sus cursos (inéditos, pero que tuvieron una
influencia considerable) de la nocién de convergencia uniformey,

analisis completado en otro lugar diciendo que

«Sin embargo, la nocion de convergencia de una sucesion
de funciones reales era utilizada de manera mds o menos
consciente desde los comienzos del cdlculo infinitesimal.

Pero se trataba de la convergencia puntual, y no podia
ser de otro modo antes de que las nociones de serie convergente
y de funcién continua hubieran sido definidas con precision
por Bolzano y Cauchy. Este ultimo no se dio cuenta al principio
de la distincion entre convergencia puntual y convergencia
uniforme, y creyo poder demostrar que toda serie convergente
de funciones continuas tiene como suma una funcién continua
...el error fue sefialado inmediatamente por Abel, que probé
al mismo tiempo que toda serie entera es continua en el interior
de su intervalo de convergencia mediante el razonamiento que
se ha hecho clasico y que utiliza esencialmente, en este caso
particular, la idea de la convergencia uniforme... Sélo faltaba
formular esta ultima de modo general, lo que fue hecho
independientemente por Stokes y Seidel en 1847-1848 y por el
propio Cauchy en 1853...».

No todas las versiones coinciden con la anterior, y aun dejando de lado las de
aquellos que, como . Lakatos afirman que el teorema es correcto dentro del marco
del analisis no standard de A. Robinson, puede citarse a E. Giusti, quien ha defendido
hace poco, con argumentos muy razonables, que para Cauchy todo, continuidad y
convergencia, era uniforme, y el teorema correcto. Otros, como Grattan-Guinness y
Bottazzini (en su reciente introduccion a la reedicion del Curso) han hablado de lo
«intrinsecamente vago» de la formulacion de Cauchy y de lo dificil o imposible de
dilucidar la cuestidn.

Dificultades semejantes ligadas a la convergencia uniforme se presentaban tam-
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bién en otros lugares, por ejemplo en la integracion término a término de una serie
convergente de funciones.

VI) Teorema del valor intermedio: se trata del teorema que afirma que una
funcion continua en el intervalo [a , b] y tal que f(a) < 0 < f(b) se anula en algin
punto. El teorema fue demostrado igualmente por Bolzano. La demostracion de Cau-
chy utiliza ideas, tomadas muy probablemente de Lagrange, sobre la aproximacion
de raices de ecuaciones de la forma f(x) = 0, convirtiendo un método de aproxima-
cién en una manera de demostrar un resultado de existencia construyendo la solu-
cion. (Una idea semejante se usa en la teoria de ecuaciones diferenciales). La demos-
tracion presenta la misma dificultad que la suficiencia del criterio de convergencia de
series a la hora de demostrar la convergencia de la sucesion obtenida.

VII) Derivadas: Cauchy (y Bolzano) definen la derivada como limite de! co-
ciente de incrementos, es decir, como hoy, pero ademas Cauchy explota esta idea a la
hora de demostrar teoremas del analisis. Cauchy desconfiaba de los desarrollos en
serie de Lagrange usando la formula de Taylor, quiza en parte por haber encontrado
en 1822 el ejemplo de la funcion exp(-1/x?) cuyas derivadas en el origen son todas
nulas sin serlo la funciéon. Cauchy da una demostracion del teorema del valor medio
del calculo diferencial en la que usa el teorema del valor intermedio antes menciona-
do, y en la que de nuevo hay dificultades ligadas a la uniformidad.

Elcalculo diferencial de Cauchy es mas riguroso que todo lo anterior, aunque sin
embargo, al querer actuar «reconciliando el rigor de las demostraciones con la
sencillez de los métodos» y seguir hablando de infinitésimos pueda parecer menos
riguroso de lo que es en realidad.

VIII) Integrales: la nocion de integral definida es presentada de un modo muy
cercano al nuestro. Si f: [a,b] — R es una funcién continua y se subdivide el
intervalo a, b mediante puntos a =x <x, <x, <..<x =D, la integral seré el limite
de las sumas

n

D fle) (x,-x,,)

1=1

donde ¢, es un punto del subintervalo [x  , x,], cuando la longitud del mayor de estos
subintervalos tiende a cero. Cauchy prueba la existencia de este limite pero, una vez
mas la prueba no es satisfactoria al ser necesario mostrar que una funcién continua en
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un intervalo cerrado es uniformemente continua en él.
También define la funcion

F(x)= f f(s) ds

y da la primera demostracion del teorema fundamental del calculo integral
F’(x) = f(x) usando, una vez mas, el teorema del valor medio.

Cauchy extendid ligeramente su nocién de integral de forma que podia tratar
algunas funciones discontinuas e integrales impropias. Como antecedentes es posi-
ble citar la posible influencia de las concepciones geométricas de Fouriery los mé-
todos de Euler para calcular aproximadamente integrales mediante sumas.

IX) Nimeros complejos y funciones de variable compleja: aunque Gauss ha-
bia llegado a algunas de las ideas fundamentales, Cauchy debe ser considerado como
el creador de la teoria de funciones de variable compleja, a la que ha aportado mu-
chos teoremas, entre ellos el famoso «teorema de Cauchy» sobre la integral de una
funcion analitica sobre una curva cerrada.

Cauchy se preocupd mas que nadie antes de él sobre el status de los nimeros
complejos, que primero considerd como «expresiones simbolicas» de la forma
at+b\-1, punto de vista que después cambi6. De hecho, las dificultades para la inter-
pretacion geométrica de los complejos fueron un inconveniente a la hora de dar ver-
siones mas satisfactorias de su teorema.

X) Convergencia de las series de Fourier: en 1826 hizd un intento de demos-
trar la convergencia de las series de Fourier. La demostracion utilizaba funciones de
variable compleja, y no era correcta porque usaba una integracion de una serie térmi-
no a término y posterior reordenamiento de la serie, para cuya justificacion seria
necesaria precisamente la convergencia uniforme de la serie.

Mas arriba hemos mencionado varias veces a Bernhard Bolzano (1781-1848),
quien llegd igualmente a algunas de las definiciones y resultados mas importantes de
Cauchy; por cierto que se ha acusado en alguna ocasion a Cauchy de plagio por ello,
aunque sin probar tal plagio. Las coincidencias entre ambos son sin duda notables,
pero los antecedentes, sobre todo Lagrange, podrian bastar para explicarlas. Bolzano
tuvo siempre un gran interés por el rigor, en declaraciones como los frecuentes «sin
ninguna suposicion no probada rigurosamente, y el cuidado en las definiciones y
pruebas. Su definicién de continuidad
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«Una funcidn es continua para todos los valores de x dentro
o fuera de ciertos limites si, siendo x uno cualquiera de esos
valores, la diferencia f(x + a) - f(x) puede hacerse mds pequefia
que cualquier magnitud dada si se toma a arbitrariamente
pequerio,

es incluso mds precisa que la de Cauchy. Por cierto que la coincidencia lo es también
en las dificultades encontradas a la hora de tratar con los nimeros reales; igualmente,
Bolzano estuvo a punto de cometer la misma equivocacion que Cauchy sobre la con-
tinuidad de la funcidén suma de una serie de funciones continuas.

Sin embargo, la posicion de Bolzano ante las matematicas era muy distinta de la
de Cauchy, y mucho mas orientada hacia los fundamentos. A ¢l se debe un ejemplo
de funcidén continua sin derivada en ninglin punto muy anterior al de Weierstrass, asi
como nociones como la de extremo superior de un conjunto de nimeros reales. Y,
sobre todo, era distinta en la medida en que permanecié aislado en Bohemia y sus
escritos —los pocos publicados y los muchos inéditos— fueron conocidos con mucho
retraso.

En lo anterior hemos resumido la aportacién de Cauchy a la rigorizacion del
analisis matematico, con sus grandes virtudes y sus pequefias insuficiencias. Pero
Cauchy, ademas de introducir rigor en el andlisis, queria hacer matematicas. Como
ha dicho excelentemente Freudenthal, en su biografia cientifica de Cauchy

«Lo extrario es que en sus articulos de investigacion Cauchy
nunca se atuvo a los criterios de rigor que habia enunciado en su
Cours d’Analyse. Aunque habia dado una definicion de
continuidad, nunca probd formalmente la continuidad de una
funcion concreta. Aunque habia insistido en la importancia de la
convergencia, operaba con series, con transformadas de Fourier
y con integrales impropias y multiples como si nunca hubiera
planteado problemas de rigov. A pesar de la importancia que habia
dado al origen del limite en el cociente de incremento, desarrollo
también un tratamiento formal de las ecuaciones diferenciales
como el de Lagrange. Admitia series semiconvergentes y
reordenamientos de series condicionalmente convergentes si le
eran utiles. Restringia formalmente las funciones complejas con
varios valores, como log x , | X etc., al semiplano superior, pero
si podria usarlas en el semiplano inferior olvidaba facilmente su
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prescripcion. Cauchy parece contradecirse, pero era sencillamente
un oportunista en matemdticas, a pesar su dogmatismo en asuntos
religiosos y politicos. Podia cultivar este oportunismo ya que,
con la base de una amplia experiencia, tenia una intuicion segura
de qué era cierto, aunque no estuviera formulando o probado de
acuerdo con los criterios del Cours d’Analysey.

4. INTEGRALES Y SERIES DE FOURIER: DIRICHLET Y RIEMANN

Hemos hablado antes del inttil intento de Cauchy de demostrar la convergencia
de la serie de Fourier de una funcién. P. Lejeune-Dirichlet (1805-1859), quien habia
tratado a Fourier durante una larga estancia en Paris, y que conocia la obra de Cau-
chy, fue el primero en dar condiciones suficientes para la convergencia de la serie de
Fourier de una funcién hacia la funcién, y en demostrar rigurosamente el resultado.
De hecho, su prueba estaba inspirada por un intento del propio Fourier, y formulaba
de manera rigurosa las intuiciones geométricas de éste, lo que requeria un cuidado
considerable y la introduccion de una serie de técnicas cuya vigencia ha llegado a
nuestros dias, y que hacen de ella, como afirma Grattan-Guinness, «una de las de-
mostraciones mas importantes de la historia de esta materiay. Las hipotesis de Diri-
chlet son que la funciéon f: [-m, ] — R esacotada, continua «a trozos» ( es decir,
tiene solo un numero finito de discontinuidades de salto) y solo posee un niimero
finito de maximos y minimos. Dirichlet probo que la serie de Fourier de f convergia
hacia 172 (f(x") + f(x), donde f(x") (resp. f(x")) representa el limite por la derecha
(resp. por la izquierda) de fen el punto X, expresion que se reduce a f{(x) cuando fes
continua en x. La prueba usa identidades trigonométricas distintas de las usadas por
Poisson y un estudio fino de la llamada integral de Dirichlet

f(x):J“ gy Senmx g
0

sen x

cuando m tiende a infinito. Como dice Grattan-Guinness, es un tratamiento geométri-
co como el de Poisson hecho en el estilo de Cauchy (pero bien). En un articulo poste-
rior (de 1837), Dirichlet extendié algo estas condiciones.

Estos resultados planteaban el problema de encontrar condiciones sufi-
cientes mas generales, y la consideracion de funciones con una infinidad de dis-
continuidades y de maximos y minimos, pudiendo ser estas discontinuidades de
tipo infinito (es decir, que la funcién tenga limites laterales infinitos). Al final
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de su articulo de 1829 habla Dirichlet de una funcion

«ftx) es igual a una constante determinada o cuando la
variable toma un valor racional e igual a otra constante de cuando
el valor de esta variable es irracional. La funcion asi definida
tiene valores finitos y determinados para todo valor de x, y sin
embargo no es posible sustituirla en la serie [de Fourier], visto
que las diferentes integrales que aparecen en dicha serie pierden
todo su significado en este casoy,

y en otro de 1837 habla de un concepto muy general de funcion, no ligado a ninguna
expresion analitica concreta.

Otra contribucién importante de Dirichlet en el dominio del analisis fue una
nueva demostracion de un teorema de Abel sobre series de potencias mucho mas
precisa que Ja original: esta demostracion usa de nuevo ideas de Cauchy, pero con
manejo mucho mas riguroso de los limites dobles, justamente uno de los puntos débi-
les de Cauchy.

Dirichlet mantuvo un completo silencio sobre la aparente incompatibilidad en-
tre su teorema de convergencia para las series de Fourier y el de Cauchy de la conti-
nuidad de la funcién suma de la serie de funciones continuas. Cabe, sin duda, especu-
lar sobre las posibles razones, tal vez meramente diplomaticas, de ese silencio, exten-
dido al trabajo de su discipulo Seidel, antes citado, en el que se criticaba explicita-
mente a Cauchy.

En 1837 dio una definicién de funcién continua mas precisa que la de Cauchy,
pero que se ha prestado también a discusion, en parte por haber sido reproducida a
partir de un manuscrito de su alumno Meyer, y no de uno original: una funcion f(x) es
continua si para ¢ tendiendo a 0 la diferencia f(x + €) - f(x) tiende tambiéna 0,y a
continuacion afiade la «segunda» definicion de Cauchy a modo de explicacion. Des-
pués incluye un «teorema importante» que, en lenguaje de hoy, viene a decir que una
funcidn continua en un intervalo cerrado es uniformemente continua en éJ, resultado
sin duda relacionado con su intento de dar una definicién de integral definida para
funciones continuas sin caer en el error de Cauchy.

Dentro de la teoria de series, Dirichlet demostré que es posible reordenar los
términos de una serie absolutamente convergente sin cambiar la suma de la serie.
También demostrd que es posible reordenar cualquier serie condicionalmente con-
vergente de manera que cambie la suma.

Los trabajos de Dirichlet tuvieron una continuacién natural en los de su discipu-
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lo Bernhard Riemann (1826-1866), en cuyo trabajo de «habilitacion» de 1854, que
permaneci¢ inédito hasta su muerte, aun cuando «podemos admitir que las funciones
a las que no se aplican las investigaciones de Dirichlet no se presentan en la natura-
lezay, estudia la extension a ellas de los resultados conocidos, para lo que empieza
precisando y extendiendo la nocién de integral definida de Cauchy a lo que hoy se
[lama universalmente integral de Riemann. La integral se define para una funcion
acotada, pero no necesariamente continua, como limite de las sumas arriba definidas,
y se dice que la funcidn es integrable —en el sentido de Riemann— cuando el limite
existe. Riemann encontrd condiciones necesarias y suficientes para la integrabilidad
de una funcion en términos de la oscilacion de la funcion y mostré que se trataba de
una extension efectiva de la integral de Cauchy; Riemann podia permitir un conjunto
finito, y hasta infinito, de discontinuidades de la funcién f. Con este motivo dio un
ejemplo notable de una funcion discontinua en infinitos puntos racionales de tal modo
que poseia infinitas discontinuidades en cualquier intervalo, que no era integrable en
el sentido de Cauchy y que si lo era en el nuevo.

Riemann dio también un ejemplo de funcién continua sin derivada en ningan
punto o

f(x) = Z a™ sen a" X
n=1i
con a > 0 entero «grande», que no fue publicado hasta 1890.

Demostro igualmente resultados importantes sobre la convergencia de las series
de Fourier y cuestiones vecinas, ocupandose en particular de los casos «patologicos»
no tratados por Dirichlet; por ejemplo, mostro la existencia de funciones integrales
no representables en serie de Fourier. Todos estos trabajos dieron lugar a los estudios
sobre la unicidad del desarrollo en serie de Fourier de una funcion, al que contribuyé
Cantor, y al desarrollo de la teoria de funciones de variable real: por citar un sélo
ejemplo, du Bois-Reymond dio un ejemplo de una funcién continua cuya serie de
Fourier no era convergente en los puntos de un conjunto denso.

Riemann demostro igualmente que es posible reordenar una serie condicional-
mente convergente de modo que la suma resulte ser cualquier nimero dado de ante-
mano.

En 1851 Riemann presentd en Gottingen su disertacion Grundlagen fur eine
allgemeine Theorie der Funktionen einer verandeslichen complexen Grosse (Funda-
mentos de una teoria general de funciones de una magnitud compleja variable), que
segin L. Ahlfors es uno de los articulos que mas han influido en el desarrollo de la
matematica: «Contiene en germen la mayor parte de la teoria de las funciones ana-
liticas, ha originado el estudio sistematico de la topologia, ha revolucionado la geo-
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metria algebraica y abierto el camino a la obra del propio Riemann en geometria
diferencialy.
Riemann aborda el estudio de las funciones de variable compleja haciendo in-
tervenir las [lamadas condiciones de Cauchy-Riemann
u=v, u =-v,

para las partes real e imaginaria de la funcion w=u+iv dela variable compleja
z=x +1y. Estas condiciones, ya conocidas por Euler y D’ Alembert, fueron encontra-
das por Gauss en un trabajo de geometria diferencial, y también por Cauchy. (Sefia-
lemos la circunstancia, no demasiado conocida, de que la importancia que Riemann
dio a estas ecuaciones tuvo mucho que ver con la capacidad de Fuler de obtener
resultados correctos operando con series divergentes).

De las condiciones de Cauchy y Riemann se deduce inmediatamente
Au=u +u =0,y analogamente Av = 0, es decir, las funciones uy v son armoni-
cas. De este modo se pone de manifiesto la relacion con las ecuaciones en derivadas
parciales y con la teoria del potencial en dos dimensiones, y con el 1lamado, por el
propio Riemann, principio de Dirichlet, que asegura la existencia de una funcién que
hace minimo un cierto funcional y que toma un valor dado en el borde del dominio.

5. LOS NUMEROS REALES Y COMPLEJOS

Como ya se anticipo, hasta 1870 no se da una presentacion del todo satisfacto-
ria para nuestros criterios, se entiende —de los nimeros reales,— en el sentido de una
definicion precisa de dichos niimeros a partir de la cual sea posible dar cuenta de
todas sus propiedades y de las de las operaciones habituales (suma y multiplicacion)
con ellos.

Y, en un fenémeno frecuente en la historia de la matematica, no surge una sola,
sino cuatro o cinco, en cierto modo equivalentes pero distintas en muchos aspectos.
Bastante antes, en 1837, Hamilton habia dado una presentacion de los nimeros com-
plejos como pares de nameros reales, pares ordenados entre los que definia las opera-
ciones de suma y multiplicaciéon probando sus propiedades; una vez mas, Gauss ha-
bia tenido antes ta misma idea. De este modo, los nimeros complejos quedaban fun-
dados a partir de los reales.

Cabe preguntarse, en primer lugar, por la razén de esta multiplicidad. Habia,
desde luego, motivos para ello, pero ese precipitado solicita una explicacion preci-
sa. Se ha indicado ya alguno de los motivos: la necesidad de un mayor conocimiento
de la «estructura fina» de los reales se habia echado en falta en varias situaciones,
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como en la prueba de la suficiencia del criterio de convergencia de Cauchy-Bolzano,
y en la demostracion del teorema del valor intermedio. Algo parecido sucedié en el
estudio de la convergencia de las series de Fourier por Dirichlet. A lo anterior puede
afiadirse el trabajo de Liouville sobre aproximacion de nimeros irracionales en rela-
cion con su hallazgo de niimeros reales trascendentes —es decir, que no son raiz de
ningun polinomio con coeficientes enteros—, a los que seguira afios después la de-
mostracién de la trascendencia de e y 7.

Las presentaciones de que vamos a ocuparnos tienen un precedente notorio: la
teoria de proporciones contenida en el libro V de los Elementos de Euclides, teoria
debida a Eudoxo. Dejando de lado el problema de cual sea su relacién con lo que
sigue, digamos que diez afios después de que en 1859 Weierstrass aceptara la nece-
sidad de una teoria de los irracionales, en 1869 C. Méray (1835-1911) hizo una cons-
truccion de los irracionales a partir de los racionales a la que siguio la de Cantor, a la
que sigui6 la de Heine, y la de Dedekind. La de Cantor estaba estrechamente ligada
a sus trabajos sobre series de Fourier.

Estas teorias son bastante semejantes. En la de Cantor los ndmeros reales se
construyen a partir de los racionales, definiendo como sucesiones fundamentales de
nameros racionales (a ) aquellas tales que

lim |a -a_|=0
m,n — oo

y diciendo que dos de ellas (a ) y (b ) son equivalentes si

lim Ja -b|=0
n— oo

Las clases determinadas por esta relacion de equivalencia son los nlimeros rea-
les. A partir de aqui es posible mostrar que los reales forman un cuerpo con las
propiedades conocidas, y en particular la de ser completo, es decir, que toda sucesion
fundamental tiene limite. De este modo el nimero real se «identifica» con el limite de
las sucesiones de racionales que tienden a ¢l.

La teoria de Dedekind, presentada en el optsculo Continuidad y numeros irra-
cionales, de 1872, es algo diferente. Dedekind introduce las cortaduras, es decir,
divisiones de los racionales en dos clases tales que todo miembro de una es menor
que todo miembro de la otra: de este modo no sélo aparecerian cortaduras determina-
das por numeros raciones, sino también otras que lo eran por irracionales.

La idea subyacente en la definicion de sucesion fundamental ya habia aparecido
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en Lagrange, hecho poco conocido que sefiala Bottazzini en su introduccion al curso
de Cauchy. Afios después, la dificultad en que habian tropezado Bolzano y Cauchy se
convierte en una definicién de numero irracional y en la fuente de sus propiedades.

6. EL RIGOR DE WEIERSTRASS

Karl Weierstrass (1815-1897) es el nombre que suele asociarse con la culmina-
cién del rigor en analisis matematico en general, y en el de teoria de funciones reales
y complejas en particular. Weierstrass ejercié una influencia muy grande sobre la
matematica de la época desde su catedra de la Universidad de Berlin, a la que llegd
después de ser profesor de Instituto. Esta influencia tuvo lugar muchas veces mas a
través de sus lecciones que de sus escritos, ya que con frecuencia publicaba sus resul-
tados muchos afios después de obtenerlos y hacerlos publicos, y algunos hubieron de
esperar a la publicacion de sus Obras completas en los Gltimos afios de su vida.

Weierstrass sometio a dura critica mucho de lo hecho antes que él, y proporciond
contra ejemplos importantes que han quedado en la historia de las matematicas. El
mas conocido es seguramente el de una funcidén continua en un intervalo sin derivada
en ninguno de sus puntos, dado en 1872. Se trata de la funcion

f(x)= Z b" cos (a" 7 x)
n=0

3
donde a es un entero impar, 0 <b <1,y ab>1+ TR

La serie es uniformemente convergente y por tanto la funcion es continua. De
este modo quedaba claro que no era cierta la idea «aceptada hasta tiempos recientesy
de que una funcion continua era derivable (salvo en un niimero finito de puntos),
opinién que parecia ser aceptada por Gauss, Cauchy y Dirichlet, quienes «han ejerci-
do la critica mds rigurosa en todos los campos de la matematicay. Solo Riemann,
decia Weierstrass no estaba de acuerdo con tal afirmacion, y daba como ejemplo la
serie

kY

Z sen (n?x)

n=l nZ

Weierstrass dudaba de que la intuicion de Riemann fuera correcta —y tenia razon,
pero hubo que esperar hasta 1970 para demostrarlo— y proponia otro ejemplo, que
por cierto estaba sugerido por la teoria de funciones de variable compleja, cosa poco
conocida.
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Otro contraejemplo importante, e influyente sobre la matematica de su tiempo,
fue el presentado en 1870 a la Academia de Berlin a propésito del principio de Diri-
chlet.
Si se considera el funcional

1
J(w) = J. (xu'(x))* dx
=1
y se quiere hallar su minimo para las funciones u continuas y con derivada continua
en [-1,1], y tales que
u(-1)=a = u(l)=b

resulta que el extremo inferior de los valores de J es cero, mientras que si v es
una funcién para la que se alcanza dicho extremo, entonces v ha de ser constan-
te, lo que es imposible. De este modo no sélo se mostraba la importancia de la
distincion entre extremo inferior y minimo (extremo inferior que se alcanza), ya
seflalada por Bolzano, sino que se resaltaba la importancia del rigor en aspectos
internos propios de la actividad matematica. Por cierto que, segiin F. Klein,
«Weierstrass me contd una vez que Riemann no habia atribuido en absoluto im-
portancia al hecho de haber obtenido sus teoremas de existencia mediante el
«Principio de Dirichlet». Por eso tampoco le hizo impresion la critica de Weiers-
trass al «Principio de Dirichlet». La historia de la justificacion rigurosa del prin-
cipio de Dirichlet es larga y tortuosa, y tiene que ver con partes importantes del
analisis.

A Weierstrass se debe la formulacion precisa que hoy manejamos de las
nociones fundamentales del calculo, llevada acabo a partir del periodo 1841-
1856. Descontento con expresiones como «la variable tiende a su limite», pre-
senta las definiciones de limite y continuidad en términos de € y &, como se
dice ahora: para todo ¢ > 0, existe un ... También prueba algunos teoremas que
no habian tenido demostracion rigurosa, como el hoy llamado de Bolzano-Weiers-
trass segun el cual una funcidn continua en un intervalo cerrado alcanza su maximo
y suminimo en ¢l. (Weierstrass conoci6 algunos de los escritos de Bolzano, por
quien mostro respeto). Y a él se debe también el haber dado su puesto en el
analisis a la distincion entre continuidad y continuidad uniforme, que habia es-
capado a Cauchy lo que, para Freudenthal, fue su mayor fallo.

Se ha dicho que Weierstrass estaba ya en posesion de la nocién de conver-
gencia uniforme en 1842, heredandola en cierto sentido de su maestro Guder-
mann, pero los testimonios escritos son muy posteriores. De este modo quedaria
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dilucidado el problema planteado por el teorema de Cauchy de la continuidad de
la suma de una serie de funciones continuas. Pero ademas, estad fuera de duda la
superioridad de Weierstrass a la hora de explotar sistematicamente esta nocion,
obteniendo resultados rigurosos sobre la integracion término a término de se-
ries, derivacién bajo el signo integral, etc. Recordemos que también dio una
presentacion rigurosa de los reales.

Hizo igualmente contribuciones importantes a la teoria de funciones analiti-
cas de variable compleja. A diferencia de la Riemann, la presentacion de Weiers-
trass se basa fundamentalmente en las series de potencias, instrumento emplea-
do con maestria extraordinaria, su convergencia uniforme, y la denominada pro-
longacién analitica. La convergencia uniforme tiene también aqui un papel basi-
co, de nuevo a propdsito de integrar o derivar series término a término. De este
modo se hace, contrariamente, a Riemann, un estudio local de las funciones que
después la prolongacion analitica permite extender y convertir en global. En
cierto modo, el uso formal de las series por Lagrange acaba por hacerse riguro-
so del todo con Weierstrass y sus argumentos «g - &», de los que ya Cauchy
habia dado alguna muestra aislada en su Curso.

En cuanto a las series divergentes, condenadas por Cauchy y Abel, fueron
considerablemente abandonadas hasta el teorema de sumabilidad de Frobenius
de 1880, que generalizaba un teorema de Lagrange y Bossut de 1799. Sumabili-
dad debe entenderse aqui como forma de dar un sentido preciso a alguna nocion
generalizada de suma de una serie que coincida con los resultados conocidos y
que se reduzca a la suma habitual en el caso de las series convergentes.

Afios después (1949), Hardy, en un famoso tratado, diria que

«..aqut, como en otros lugares, Euler estaba esencialmente
en lo cierto. Los rompecabezas de la época con las series
divergentes vienen sobre todo, no de ningun misterio de las series
divergentes en si mismas, sino de la falta de interés por dar
definiciones formales y de lo inadecuado de la teoria de funciones
del momento. Es imposible enunciar adecuadamente el principio
de Euler sin tener ideas claras sobre las funciones de variable
compleja y la prolongacion analitica».
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Es posible encontrar mucha mas informacidn sobre estas cuestiones en historias
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— C.B. BOYER: Historia de la matemdtica. Madrid, Alianza, 1986.

— M. KLINE: El pensamiento matemdtico de la Antigiiedad a nuestros dias,
3 volimenes. Madrid, Alianza, 1992.

— U.BOTTAZZINI: [ flauto di Hilbert. Storia de la matematica moderna e
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asi como en libros mas especificos

— 1. GRATTAN-GUINNESS (comp.): Del cdlculo a la teoria de conjuntos ,
1630-1910. Una introduccion histérica. Madrid, Alianza, 1984.

— J. V. GRABINER: The origins of Cauchy s rigorous calculus. The M.1.T.
Press, 1981.

En particular el capitulo 40 de la historia de Kline y el capitulo 3 del libro de
GRATTAN-GUINNESS cubren aproximadamente el material de esta conferencia.
El libro de GRABINER es un estudio detallado de los antecedentes de Cauchy, y
dedica especial atencion a Lagrange. Sobre Cauchy puede verse también la larga
introduccion escrita por U. BOTTAZZINI para la reedicion del curso de Cauchy

— A. L. CAUCHY: Cours d’Analyse. Bolonia, Clueb, 1990.
También puede verse la biografia cientifica de Cauchy siguiente

— H. FREUDENTHAL: Cauchy. En Dictionary of scientific biography, vol 3.
Nueva York, Scribner’s, 1971, pp. 131-148
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