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1.- INTRODUCCION

Hacia mediados de los afios sesenta empez6 a llegar a Espaiia, procedente
de Paris —como tantas otras antes, como algunas mds después— una moda cul-
tural, el “estructuralismo”. Entre sus productos mds visibles habia alguno tipica-
mente parisino (M. Foucault, con Las palabras y las cosas) y algunos que lo eran
menos (Levi-Strauss, con la Antropologia estructural, la gramatica transforma-
cional de Chomsky,...). Esta moda duré lo que duré y de ella ha quedado lo que
ha quedado, pero no es ese el objeto de estas lineas. Un librito de Piaget, citado
mas abajo, sirvidé a muchos de guia en aquellos afios.

En las manifestaciones de este estructuralismo se hacia amplio uso (y
abuso) de la palabra “estructura” en multiples sentidos, y no pocos sinsentidos,
no siempre coincidentes. Entre las muchas tendencias comunes del pensamien-
to estructural estaba, de todos modos, la manifestada en el texto que sigue de
Levi-Strauss.

“La estructura no pertenece al orden de la observacion empirica, no
revela una simple coherencia interna ... sélo puede llamarse estructu-
ra a una organizacion que cumple las dos condiciones siguientes: se
trata de un sistema regido por una cohesion interna, y esa cohesion,
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inaccesible a la observacion de un sistema aislado, se revela en el estu-
dio de las transformaciones gracias a las cuales encontramos propie-
dades semejantes en sistemas distintos en apariencia’.

Estas tendencias que trasladan la atencién de los elementos considerados
para fijarla en las relaciones entre ellos, relaciones que se estudian indepen-
dientemente de la naturaleza de los elementos, ya habian aparecido antes en
otros lugares del pensamiento y de la geografia. Por citar un solo ejemplo,
Cassirer, en un texto de 1945 dice que

“ Los métodos y fines de la lingiiistica estructural son representativos
de una tendencia general del pensamiento de la moderna investigacion
cientifica. El acento sobre estructura y sistema puede hallarse en bio-
logia, psicologia y filosofia”.

Cassirer no menciona aqui la matemética —que, por cierto, conocia bien, y
sobre la que ha escrito piginas muy inteligentes— pero hubiera podido hacerlo.
Unos afios antes del texto anterior habia comenzado a publicarse en Paris una
serie de Elementos de matemdtica, de autor Nicolas Bourbaki, en los que las
estructuras tenfan un papel basico. Como veremos después, estas estructuras
habian ido surgiendo en la matematica a lo largo del siglo XIX, cristalizando en
las formas hoy manejadas hacia 1930. Ciertamente, las matemdticas se presta-
ban especialmente bien a esta organizacién. Una de sus caracteristicas funda-
mentales, la demostracién, no habia variado desde los griegos, al menos si hace-
mos caso a Bourbaki.

“... a partir de los primeros textos detallados que conocemos (que
datan de mediados del siglo V) el “canon’ ideal de un texto matemdti-
co estd perfectamente fijado, y encontrard su realizacion mds perfec-
ta en los grandes cldsicos, Euclides, Arquimedes y Apolonio: la nocion
de demostracion en estos autores no se diferencia en nada de la nues-

»

tra.

El modelo de presentacién —axiomética— de la matematica es, como se sabe,
los Elementos de Euclides, uno de los libros mds célebres y traducidos de la his-
toria de la humanidad y empleado todavia como texto en épocas recientes. En el
siglo XIX surgen las geometrias no euclideas y en 1899 publica Hilbert sus
Fundamentos de la Geometria, que serd el modelo de la axiomdtica moderna. A
lo largo del siglo XIX las matemdticas han ido ocupdndose cada vez mds de
objetos que no son niimeros y de los que no se tiene una interpretacién sensible:
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Boole dice que “no forma parte de la esencia de la matemdtica el ocuparse de
las ideas de niimero y cantidad” y que la matemdtica trata “acerca de las opera-
ciones consideradas en si mismas, independientemente de los distintos objetos a
los que pueden aplicarse” ; también Grassmann, que intenta desarrollar un cal-
culo en cierto modo heredero de Leibniz, y Riemann hacen contribuciones
importantes en esa direccion.

Estas tendencias son las que, desarrolladas de la manera que intentaremos
resumir en la seccion siguiente, dan lugar a la forma de presentacién y organi-
zacion de la matemética de Bourbaki. Como dice un historiador, H. Wussing,
autor de una buena historia de la idea de grupo

“No hay duda de que el término “estructura” ha pasado a ocupar en
los iltimos tiempos un lugar central en la matemdtica. Esto no se limi-
ta a su uso cada vez mayor en la literatura reciente, sino también, lo
que es mds importante, al reconocimiento del estudio de las estructu-
ras como una herramienta fundamental para un desarrollo unificado
de la matemdtica”.

Como dijimos, en la segunda seccién se hace una breve descripcién de la
evolucién de algunas estructuras (grupo, anillo, etc.) para en la tercera dar una
idea del papel de tales estructuras en la obra de Bourbaki. En la cuarta se comen-
ta la actitud de Piaget ante las estructuras bourbakistas.

2.- LAS ESTRUCTURAS MATEMATICAS ANTES DE BOURBAKI

En este apartado intentaremos dar, en forma muy resumida, una idea de la
evolucién de algunas de las estructuras matemaéticas mds importantes, limitdn-
donos a las algebraicas mds conocidas.

A) Grupos. Suele atribuirse en general a Galois la introduccién de la nocién
de grupo en matematicas en relacién con el problema de la resolucién mediante
radicales de las ecuaciones algebraicas de grado superior a 5. Un poco antes, sin
embargo, hacia 1800, Gauss da una de las primeras extensiones importantes de
la nocién de ley de composicién u operacién a objetos que no son nimeros, y
que hasta son muy distintos de ellos. En el estudio de las formas cuadraticas
ax™+ bxy + cy® con coeficientes enteros, importantes en teoria de ndmeros,
Gauss, usando resultados previos de Lagrange, introduce una ley de grupo con-
mutativo (o abeliano, de Abel), da algunas demostraciones muy generales, reco-
noce la analogia con otra operacién (la multiplicacién de enteros médulo un
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nimero primo) y, finalmente, enuncia resultados que hacen pensar en lo que hoy
llamamos teorema de estructura de los grupos abelianos de tipo finito. Adema4s,
el hecho de que Gauss use para su ley una notacién aditiva (y no la multiplica-
tiva, que pareceria mdas indicada) muestra que era consciente de la generalidad
de sus concepciones, algo que abonaria también el que, al parecer, tuviera
muchos afios antes que Hamilton las férmulas para la multiplicacién de los cua-
terniones, aunque no llegé a publicarlas en vida.

Los grupos de permutaciones —es decir, los formados por las biyecciones de
un conjunto finito— aparecieron en el curso de los numerosos trabajos realizados
a finales del siglo XVIII y principios del XIX para intentar probar la imposibili-
dad de resolver con radicales las ecuaciones de grado mayor que 5. Entonces
Galois, partiendo de lo hecho antes que él por Lagrange, Cauchy y otros, intro-
duce un este caso algunas de las nociones mds importantes de la teoria, como la
de subgrupo invariante, y muestra haber entendido la nocién de isomorfismo de
grupos.

Los algebristas de la escuela inglesa tuvieron un papel importante en el pro-
greso de estas ideas a lo largo del XIX. Cayley, en particular, parece estar ya en
1854 en posesidn de la nocién de grupo abstracto y sefiala que “un grupo esti
definido por la ley de composicién de sus simbolos (elementos)” y no depende
de la naturaleza de ellos. Los grupos orden infinito (es decir, con infinitos ele-
mentos) no son considerados hasta 1868 por Jordan, a quien se deben otros
muchos resultados y nociones como las de grupo cociente, representacién de
grupos, etc. Los grupos infinitos pasaron casi inmediatamente a tener un papel
fundamental en distintas ramas de la matemdtica, con los trabajos de Klein, Lie
y Poincaré.

Dedekind se ocup6 igualmente de estas cuestiones pero, segiin Dieudonné,
no llegd a enunciar explicitamente que los niimeros racionales son un grupo para
la suma y los racionales no nulos un grupo para la multiplicacién, tal vez por
considerarlo demasiado trivial. Aparentemente, esto se dice por primera vez en
el Algebra de Weber, en 1895. Parece qué es también all{ donde se dan por pri-
mera vez los axiomas de grupo tal y como los enunciamos hoy.

Pero los grupos aparecen también en una tercera via importante en la mate-
mética del siglo XIX : la de los grupos de transformaciones goemétricas. Y la
cumbre de este camino es, desde nuestro punto de vista, el Programa de
Erlangen (1872) de Félix Klein, en el que las distintas geometrias (incluida la
topologia, pero no la geometria afin, que Klein todavia desconocia en aquel
momento) son caracterizadas en términos de los correspondientes grupos de
transformaciones y en el que la subordinacién de una geometria a otra -en el sen-
tido de que, por ejemplo, la geometria proyectiva es mas general que la euclidea-
se formula usando el hecho de que el grupo mds pequefio es un subgrupo del
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mayor. Con este lenguaje una “geometria” vendria a ser el conjunto de propie-
dades invariantes mediante las transformaciones del grupo correspondiente: de
este modo es posible distinguir las propiedades proyectivas de las métricas, etc.

Los teoremas de las geoemetria cldsica no son, desde este punto de vista,
mads que la expresion de las relaciones entre los invariantes de los grupos. Esto
lleva en cierto modo al final de las disputas entre las geometrias sintética y ana-
litica a lo largo del siglo XIX. Para Klein

“... El dominio de la intuicion espacial no le estd vedado al método
analitico...”

y

“... no puede subestimarse el avance que supone un formalismo ade-
cuado para los trabajos posteriores, en tanto que se adelanta, por asi
decirlo, al pensamiento.”

Ademas, la teoria de invariantes proporciona métodos generales capaces de
obtener, al menos en principio, todos los covariantes algebraicos de los “grupos
clasicos” de la geometrfa, lo que, segiin Bourbaki, supone el fin de la teoria cla-
sica de invariantes y de la llamada “geometria elemental” como campo de inves-
tigaciéon matematica

“ Pero para el matemdtico profesional la mina estd agotada, puesto
que ya no hay problema de estructura, susceptibles de tener repercu-
siones sobre otras ramas de las matemdticas, y este capitulo de la teo-
ria de los grupos y de los invariantes puede considerarse cerrado hasta
nueva orden”.

B) Anillos.- La idea de un conjunto en el que habria dos operaciones con
las propiedades de la suma y multiplicacién de los niimeros enteros (y de los rea-
les) se extendi6é a lo largo del siglo XIX hasta llegar al descubrimiento por
Hamilton de los cuaterniones (o cuaternios), hacia 1843, que mostraban la impo-
sibilidad de extender los nimeros complejos sin renunciar a alguna de las pro-
piedades conocidas de las operaciones: en el caso de los cuaterniones la multi-
plicacién dejaba de ser conmutativa. Otras extensiones llevaron a renunciar a
otras propiedades, como la asociatividad, en el estudio de las “4lbegras” o “sis-
temas hipercomplejos”, pero no volveremos sobre ello.

El primer ejemplo no trivial de anillo fue el de los “enteros de Gauss”
a+bi, con i=V-1, a y b racionales, que éste concibié hacia 1800 y publicé en
1831. Otros casos parecidos fueron estudiados més tarde y en 1871 Dedekind
dio la definicién de “orden” (que es lo que hoy llamarfamos subanillos de los
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complejos que contienen los enteros). A Dedekind se debe asimismo la nocién
de “mdédulo”, en el sentido de submédulos de los complejos sobre los enteros,
de ideal, y de lo que es muy importante, las operaciones con ellos como conjun-
tos dentro de la teoria de los nimeros algebraicos. Mds tarde, cuando Dedekind
y Weber estudian la teoria de las curvas algebraicas, introducen la nocién préxi-
ma de “mddulo con operadores”, y Kronecker hace algo semejante casi a la vez.
En 1913 Fraenkel hace un primer intento de dar una nocién general de anillo,
pero no se llega a una teoria general de anillos, conmutativos o no, y de médu-
los sobre un anillo, hasta 1920, con E. Noether y Krull.

C) Cuerpos.- En los trabajos de Abel y Galois a principios del XIX surgen
los subconjuntos de los complejos obtenidos mediante sumas, productos y
cocientes reiterados, pero hasta 1870 con Dedekind no se consideran como con-
juntos propiamente dichos estos cuerpos de ndimeros (subcuerpos de los com-
plejos en nuestra terminologia) y se empieza a calcular con ellos como entida-
des. Kronecker tuvo algunas ideas andlogas en 1882, y comenz6 a desarrollarlas
dentro de un vasto programa que pretendia en términos un tanto vagos rehacer
la matemaética prescindiendo de todo lo que no fuese operaciones algebraicas
con enteros. En 1893 Weber da una definicién general de cuerpo y mads tarde,
tras la introduccién por Hensel de los cuerpos p-adicos, Steinitz da en 1910 los
axiomas de la teorfa de cuerpos conmutativos y muchos resultados importantes
de la teorfa.

La consideracion de otras estructuras algebraicas (espacio vectorial, dlgebra
exterior, etc.) mostrarfa una evolucién con rasgos andlogos. La nocién de espa-
cio vectorial tal como la conocemos hoy no cuaja hasta los Gltimos afios del siglo
XIX con Peano y Dedekind a partir, basicamente, de las fuentes que son el dlge-
bra lineal y las matrices en n dimensiones, desarrollados con uso de determi-
nantes.

Durante el siglo XIX tiene lugar igualmente la sistematizacion rigurosa de
las distintas clases de nlimeros que manejamos en matemadticas y que son tam-
bién, claro estdn, los principales ejemplos y modelos de las estructuras conside-
radas. La historia, una vez més, es los suficientemente complicada y alejada del
orden natural como para que solo podamos dar un resumen que deja de lado
muchos aspectos importantes.

A principios del XIX los nimeros reales eran algo ligado magnitudes geo-
métricas, mientras que los complejos, usados en particular en la resolucién de las
ecuaciones algebraicas, todavia no habian encontrado su representacién geomé-
trica como puntos del plano, a través de Argand, Wessel y, sobre todo, Gauss,
que facilitarfa tanto su aceptacién como nimeros y el desarrollo de la toeria de
funciones de variable compleja. Sefialemos que Cauchy, quién ya en 1814 hace
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aportaciones relevantes a esta tltima, todavia al final de su vida tenia dificulta-
des con la definicién de los complejos. Por otra parte, recordemos que Gauss dio
hasta cuatro demostraciones distintas del llamado ‘“teorema fundamental del
dlgebra” que afirma que un polinomio de grado n con coeficientes complejos
posee exactamente n raices reales o complejas (si se cuentan con su multiplici-
dad). Algo parecido sucedia con las resistencias que todavia encontraban los
enteros negativos para ser aceptados.

Después de que Hamilton mostrara c6mo tratar los nimeros complejos a
partir de los reales como pares de ellos con la suma y la multiplicacién defini-
das convenientemente, varios autores —entre ellos Weierstrass— mostraron c6mo
obtener los nimeros racionales y los enteros negativos a partir de clases de pares
de niimeros naturales, algo finalmente muy sencillo. El paso de mayor dificultad
conceptual, que es la construccion de los niimeros reales irracionales a partir de
los racionales, fue llevado a cabo mas o menos simultdneamente por varios auto-
res (Dedekind, Cantor, Meray, Weierstrass) hacia 1871. El primero usé su famo-
so método de las cortaduras, emparentado con el de Eudoxo en los Elementos
de Euclides, mientras que los otros usaron “sucesiones fundamentales” de niime-
ros racionales que “aproximan” los irracionales.

Quedaban pues los enteros positivos, los llamados nimeros naturales, “pro-
ductos exclusivos de nuestra mente”, segiin dijo Gauss en 1832 ; también se atri-
buye a Kronecker que “Dios creé los niimeros naturales y el hombre todos los
demds”. Grassmann dié algunos primeros pasos definiendo la suma y multipli-
cacion de enteros y sus propiedades usando Unicamente la operacidn siguiente
X — X + 1 y el principio de induccién. En 1888 Dedekind presenta el sistema de
axiomas para los naturales que hoy solemos llamar de Peano.

3.- BOURBAKI Y LAS ESTRUCTURAS MATEMATICAS

Nicolas Bourbaki es el pseudénimo bajo el que algunos de los mejores
matemadticos franceses, entre los que hay que incluir a H. Cartan, J. Dieudonné,
C. Chevalley y A. Weil, publicaron, a partir del final de los afios treinta, una serie
de libros, en los que con el titulo nada inocente de Elementos de matemdtica se
pretende ofrecer una exposicion sistemética de una parte importante de la mate-
matica. Este programa fue desarrolldndose desde entonces, produciendo una
larga lista de libros y algunos escritos secundarios, entre ellos unas notas de his-
toria de las mateméticas, asi como un amplio anecdotario en cuyo detalle no
vamos a entrar.

Comenzaremos por intentar precisar un poco la finalidad perseguida con
estos Elementos y el papel de las estructuras en su cumplimiento.
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Aunque se partié del proyecto de escribir un libro de texto de cdlculo para
el primer afio de universidad que fuera mas satisfactorio que los entonces dispo-
nibles, las cosas tomaron casi inmediatamente una dimensién mucho maés
amplia. Uno de los fines fundamentales perseguidos parece haber sido el de pre-
sentar una version coherente y unificada de la matemaética, mostrando c6émo,
bajo una aparente dispersion en diversas ramas que crecen alejadas entre si y se
desarrollan independientemente, la matemadtica puede ser organizada de acuerdo
con criterios simples y bien articulados, aunque ello suponga la modificacion, a
veces muy considerable, de las clasificaciones anteriores: aritmética, geometria,
andlisis, 4lgebra, etc. Bourbaki se pregunta

“si las matemdticas no estdn en vias de convertirse en una torre de
Babel de disciplinas autéonomas, aisladas unas de otras, tanto en sus
fines como en sus métodos y hasta en su lenguaje. En una plabra, hoy
en dia ;hay una matemdtica o varias matemdticas ?”.

En efecto, las matematicas se habian extendido extraordinariamente duran-
te el periodo 1890-1930, coincidiendo por cierto con lo que suele llamarse “cri-
sis de fundamentos”, en buena parte debida a la aparicion de las llamadas “para-
dojas” o contradicciones en la recién nacida teoria de conjuntos de Cantor, y a
los intentos llevados a cabo de procurar poner remedio a tal situacién : ahi sur-
gen las grandes escuelas del estudio de los fundamentos a las matematicas -logi-
cismo, formalismo, intuicionismo- de las que no vamos a ocuparnos aqui. Sin
querer ser exhaustivos puede citarse la teoria de la integral de Lebesgue, las
ecuaciones integrales lineales, la teoria espectral para operadores lineales y los
espacios de Hilbert, la teoria de representacion de grupos, el dlgebra no conmu-
tativa, los grupos de Lie, la topologia general, la topologia algebraica, etc. A
periodos de actividad como éste, en los que a veces el rigor es dejado un poco
de lado en favor de avances que parecen obligados y de la introduccién de nue-
vas ideas y técnicas de manera a veces un tanto desenvuelta, suelen seguir en la
historia de las matemadticas otros en los que se dedica més atencién a la organi-
zacifn sistemndtica, la precision de las nociones y el cuidado en los encadena-
mientos de las demostraciones de los teoremas. Segin Dieudonné.

“La concepcion de Bourbaki era mucho mds ambiciosa : empezando
desde el principio, poner los cimientos para todas las teorias existen-
tes en la matemdtica pura”.

Desde un punto de vista un poco mas doméstico, Bourbaki pretende volver
a la gran tradicion universalista francesa de los siglos XVIII y XIX, cuyo tltimo
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gran representante fue Henri Poincaré. De este modo se queria remediar el des-
conocimiento en Francia de las aportaciones de la gran escuela alemana de
comienzos de siglo —E.Noether, H. Hasse, E.Artin, Krull y, sobre todo, Hilbert—
que, segin Dieudonné, tenia en comin con Poincaré y E. Cartan.

“Intentar resolver problemas cldsicos mediante métodos que hacian
intervenir nuevos conceptos “abstractos”, y que es, en mi opinion, la
idea central de Bourbaki. Esto quiere decir que, por mi parte, Bourbaki
estd totalmente a favor de aplicar a los viejos problemas toda la poten-
cia obtenida en el estudio axiomdtico de las estructuras pero, por otra,
rechaza a las matemdticas que caen en las teorias abstractas sin nin-
guna razoén para ello...”.

Esto nos lleva a la consideracién de los medios empleados para conseguir el
fin perseguido: evitar la dispersion de las matematicas y procurar por €l contra-
rio su unificacién de acuerdo con criterios explicitos simples. Llegados a este
punto, Bourbaki rechaza el formalismo 16gico sin mas como elemento caracteri-
zador de la matemdtica, y se remite al método axiomatico, un viejo conocido
desde los Elementos de Euclides y los Fundamentos de la geometria de Hilbert,
muy admirado por los Bourbaki

“Lo que se propone como fin esencial la axiomdtica es precisamente lo
que el formalismo légico, por si sélo, es incapaz de suministrar : la
inteligibilidad profunda de las matemdticas... El método axiomdtico
ensefia a buscar las razones profundas de este descubrimiento, a
encontrar las ideas comunes sepultadas bajo el aparato exterior de los
detalles propios de cada una de las teorias consideradas, a discernir
estas ideas y a llevarlas a la luz”.

Aqui entra en juego el papel de las estructuras como instrumento bésico
para la realizacién del programa anterior. Introduciendo un cierto paralelismo de
la axiomadtica con el método experimental de las ciencias, aquella buscard aislar
los elementos fundamentales de los razonamientos que intervienen en una teo-
ria; después, tomdndolos por separado, desarrrollard de manera abstracta las
consecuencias que de ellos se siguen y, finalmente, se vuelve a la teorfa consi-
derada combinando de nuevo los distintos elementos y estudiando los detalles de
sus interacciones mutuas. Con palabras de Bourbaki

“Ahora podemos hacer comprender lo que, de una manera general,
debe entenderse por una estructura matemdtica. El rasgo comiin de las
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diversas nociones agrupadas bajo este nombre genérico es que se apli-
can a conjuntos de elementos cuya naturaleza no estd especificada;
para definir una estructura, se dan una o varias relaciones en las que
intervienen estos elementos; se postula luego que la o las relaciones
dadas satisfacen ciertas condiciones (que se enumeran) y que son los
axiomas de la estructura considerada. Hacer la teoria axiomdtica de
una estructura dada es deducir las consecuencias ldgicas de los axio-
mas de la estructura, con exclusion de toda otra hipdtesis acerca de los
elementos considerados (en particular toda hipotesis sobre su “natu-
raleza” propia )”.

Bourbaki distingue tres tipos bésicos de estructuras, que son las denomina-
das “‘estructuras madre” o “estructuras matrices”. Estas pueden dar lugar a
subestructuras inducidas o derivadas, y pueden también combinarse entre sf
dando lugar a estructuras mixtas, que cumplen ciertas condiciones de compati-
bilidad. Estos tres grandes tipos son (véase el Apéndice para mas detalles)

a) Estructuras algebraicas: son aquellas en las que intervienen una, o varias,
leyes de composicidn u operaciones. Estas leyes tienen propiedades como la aso-
ciatividad, existencia de elemento neutro, existencia de elemento inverso, con-
mutatividad, etc. Son ejemplos de ellas la de grupo, anillo, cuerpo, espacio vec-
torial, etc. Pueden intervenir igualmente leyes de composicion externas, como en
el caso de los espacios vectoriales.

b) Estructuras de orden: Son las correspondientes a relaciones de orden defi-
nidas en un conjunto dado, es decir, aquellas relaciones que tienen las propiedades

1) reflexiva: xRx,
i1) antisimétrica: xRy, yRx implican x=y
1ii) transitiva: xRy, yRz implican xRz

Ejemplos de estas relaciones son los 6rdenes habituales en los nimeros
naturales o los reales. Otro ejemplo importante es el de los subconjuntos de un
conjunto dado con Ia relacién de contenido: A R B si A estd contenido en B.

A estas relaciones puede asociarse la estructura de reticulo.

¢) Estructuras topologicas: son aquellas relacionadas con nociones como
limite, continuidad, o convergencia. Las mas conocidas pueden definirse a par-
tir de la nocién de distancia en un conjunto cualquiera, que es posible genera-
lizar considerablemente.
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Dada una estructura, es posible en general trasladarla a un subconjunto del
conjunto de partida, a un producto de conjuntos, etc. Esto da lugar a nuevas
estructuras, que en el caso de los grupos, por ejemplo, darfan lugar a las de sub-
grupo, grupo producto, grupo cociente, etc. Estas estructuras heredan en gene-
ral, de un modo u otro, las propiedades de la estructura de la que se parte.

También es posible enriquecer una estructura afiadiendo axiomas. Por
ejemplo, si se impone que la operacion de un grupo sea conmutativa, se obtie-
ne la estructura de grupo conmutativo o abeliano. También podrfa afiadirse la
condicién de que el grupo sea finito, es decir, que tenga un nimero finito de ele-
mentos.

Es posible igualmente considerar estructuras en las que se “mezclan” de
manera conveniente dos de las anteriores (a las tres, como sucede en el caso de
los nimeros reales). Daremos aqui un solo ejemplo, el de grupo topoldgico,
donde se exige en particular que la operacién del grupo sea continua con res-
pecto a la topologia correspondiente.

Que haya estas tres clases de estructuras no es fruto de una elaboracién filo-
s6fica a priori sino, més bien, de un examen de su campo de trabajo realizado
por el matemético profesional. Examen que desde luego no es inocente ni estd
libre de prejuicios filoséficos ni, por supuesto, matematicos. Bourbaki reconoce
explicitamente la posibilidad -que, por cierto, no parece haberse actualizado- de
que puedan surgir nuevas clases de estructuras fundamentales.

Una vez establecidas de la manera anterior, las estructuras permiten al mate-
matico una considerable economia de pensamiento: son una herramienta de tra-
bajo muy ttil en la medida de que, si se comprueba que ciertos objetos verifican
los axiomas de una estructura, entonces es posible aplicar inmediatamente todos
los resultados conocidos disponibles para esa estructura, en lugar de tener que
demostrarlos de nuevo en cada caso particular. Siguiendo con las comparaciones
laborales, serfa un sistema tayloriano para el trabajo matematico.

“Pero la comparacion es defectuosa. El matemdtico no trabaja maqui-
nalmente, como el obrero en la cadena. Nunca se insistird demasiado
en el papel fundamental que representa, en sus investigaciones, una
intuicion particular, que no es la intuicion sensible vulgar, sino mds
bien una especie de adivinacion directa (anterior a todo razonamien-
to) del comportamiento normal que parecer tener derecho a esperar
por parte de entes matemdticos son los que ha tenido una frecuentacion
tan prolongada que se han convertido en entes casi tan familiares como
los del mundo real. Pues cada estructura lleva en si ese lenguaje pro-
plo, cargado de resonancias intuitivas particulares, provenientes de las
teorias de donde las ha extraido el andlisis axiomdtico descrito ante-
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riormente; y para el investigador, que descubre bruscamente esta
estructura en los fenomenos que estudia, es como una modulacion
subita que orienta de golpe en una direccion inesperada la corriente
intuitiva de su pensamiento y aclara bajo un nuevo aspecto el paisaje
matemdtico en el cual se mueve”.

Y afiade un poco més adelante

“Es decir, menos que nunca la matemdtica se reduce actualmente a un

Jjuego puramente mecdnico de formulas aisladas; mds que nunca la
intuicion reina soberanamente en la génesis de los descubrimientos.
Pero dispone hoy en dia de la potente palanca que le ofrece la teoria
de los grandes tipos de estructuras y domina simultdneamente inmen-
sos campos unificados por la axiomdtica, terrenos en los que antafio
parecia reinar el caos mds informe”.

Esta manera de proceder ha recibido numerosas criticas, de algunas de los
cuales nos haremos eco més abajo. Hay que decir que la primera puede hallarse en
el mismo articulo programdtico de Bourbaki (“La arquitectura de las matemati-
cas”) del que estdn tomadas las citas anteriores y algunas otras, donde se dice
explicitamente que se trata s6lo de una aproximacién muy grosera a la realidad
matematica y que es “‘esquematico, idealizado y estereotipado”. Aparte de lo dicho
antes sobre la posibilidad de aumentar el niimero de tipos de estructuras y la rique-
za de sus articulaciones, se reconoce que algunas partes de las matemadticas, como
la Teoria de niimeros o la de los grupos finitos, no se dejan reducir facilmente a los
esquemas anteriores. Otras zonas excluidas a causa de su permanente “estado de
ebullicién” son algunas tan extensas como la Topologia Algebraica, la Topologia
Diferencial o la teoria de los sistemas dindmicos. Para Bourbaki la matemadtica

“Es como una gran ciudad, cuyos suburbios no cesan de progresar, de
manera un poco cadtica, sobre el terreno circundante, mientras que el
centro se reconstruye periodicamente, siguiendo un plan cada vez mds
claro y una disposicion cada vez mds majestuosa, echando abajo los
viejos barrios y sus laberintos de callejuelas para lanzar, hacia la peri-
feria, avenidas cada vez mds directas, mds amplias y mds cémodas”.

Un problema que no es esencial aqui, pero sobre el que de todos modos vale
la pena decir algo, es el de la relacion de estas estructuras con la realidad en la
medida en que las matemadticas sirven de instrumento para las ciencias fisicas.
Bourbaki es un tanto elusivo sobre el asunto y se limita a decir que
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“En la concepcion axiomdtica, la matemdtica aparece, en suma, como
un depdsito de formas abstractas, las estructuras matemdticas ;' y resul-
ta que ciertos aspectos de la realidad experimental vienen a moldearse,
sin que se sepa muy bien por qué, en algunas de estas formas, como por
una especie de adaptacion previa. Es innegable, claro estd, que la
mayoria de estas formas tenia en su origen un contenido intuitivo bien
determinado; pero es precisamente vacidndolas voluntariamente de este
contenido como se les ha podido dar toda la eficacia que llevaban en
potencia, y como se las ha hecho susceptibles de recibir interpretacio-
nes nuevas 'y de cumplir plenamente su papel elaborador”.

Queda por tltimo la cuestion de la actitud de Bourbaki ante los fundamentos
de la matemaética. Su tratado, en efecto, comienza con unos capitulos de teorfa de
conjuntos en los que, incluye, en particular, una formulacién mucho més precisa
y técnica de la nocién de estructura. Estos capitulos procuran ofrecer los elemen-
tos necesarios para la construccién de los Elementos y son posiblemente los
menos afortunados en muchos sentidos, ademds de ser los més aridos. Bourbaki
intenta evitar todo tipo de compromiso filos6fico, en particular con el problema
de la no contradiccién de la matemadtica: una vez que se ha llegado a una teoria
axiomadtica de conjuntos aceptada por los matematicos, se sigue adelante y, si sur-
gieran contradicciones, se harfa la poda que fuera necesaria. De lo que se trata, al
fin y al cabo, es de que los matemaéticos se entiendan entre si. En cuanto al papel
de la l6gica, reproducimos un texto tomado de un articulo de 1949

“Sin embargo, tenia que haber pruebas antes de que pudiera analizar-
se logicamente una prueba, y el andlisis, realizado por Aristoteles y
después mds profundamente por los légicos modernos, debe haberse
basado, como hoy, en un amplio acervo de escritos matemdticos. En
otras palabras, en la medida en que a nosotros, matemdticos, nos afec-
ta, la l6gica no es ni mds ni menos que la gramdtica del lenguaje que
usamos, un lenguaje que tenia que existir antes de que pudiera elabo-
rarse su gramdtica’.

4.- PIAGET Y LAS ESTRUCTURAS BOURBAKISTAS

Jean Piaget es muy probablemente el cientifico no matemético que mayor
atencién ha dedicado a la presentacion de las estructuras matematicas hecha por
los Bourbaki. Para €l la matematica participa simultdneamente de una “claridad
intrinseca” y de una “obscuridad epistemolégica” que reclaman la adopcién de
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una perspectiva genética para el tratamiento del problema. Esta dificultad epis-
temoldgica proviene del hecho de que las actividades ( mateméticas) mds enrai-
zadas y profundas son aquellas que ofrecen mds dificultades para la toma de con-
ciencia por el propio sujeto: de ahi que sea necesario

“... combinar el andlisis logico, siempre necesario para alcanzar los
presupuestos mds generales, con un andlisis genético, que es el iinico
apto para captar los modos de formacién mds elementales ; el proble-
ma es entonces coordinar epistemologicamente lo general de naturale-
za logica y lo elemental psicogenético”.

Para Piaget las matemdticas pueden considerarse, de modo andlogo a su
concepcion de la 16gica como axiomatizacién de las estructuras operatorias del
sujeto, como un “‘sistema de construcciones que se apoyan igualmente en sus
puntos de partida en las coordinaciones de las acciones y las operaciones del
sujeto, y que procede mediante abstracciones reflexivas de niveles cada vez més
elevados”™.

En este intento de poner en relacién el nacimiento de las construcciones
matematicas con las estructuras matemdticas del sujeto van a tener un papel
importante las estructuras bourbakistas. A estos efectos resulta de interés la
“génesis” de las “estructuras madre”, en el sentido de que éstas no sean el
resultado de una axiomatizacién arbitraria, impuesta por decreto, sino més bien
el resultado final de un proceso de diseccién o andlisis regresivo de larga dura-
ci6én; de un cierto tipo de induccidn, si se quiere, que ha depurado el resultado
final.

“Es pues fundamental para el andlisis epistemoldgico y genético, exa-
minar el status de estas estructuras de base con vistas a establecer si
tienen alguna relacion con las actividades del sujeto o si, por el con-
trario, se presentan como una especie de arquetipos esencialmente
trascendentales”.

Segtin Piaget, las tres estructuras madre presentan un maximo de generali-
dad y abstraccién, lo que hace impensable creer que puedan aparecer en esa
misma forma general y abstracta en las coordinaciones operatorias espontineas
del sujeto: “encontrarlas totalmente elaboradas seria una verificacién casi mila-
grosa de la teorfa platénica de la reminiscencia o de la teorfa kantiana de los
esquemas a priori, no confirmadas hasta ahora por ningin dato genético”.

Si se quiere llevar a cabo un andlisis regresivo de las estructuras elementa-
les de la psicologia
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“El problema es entonces establecer si hay relaciones entre lo mds fun-
damental, formalmente hablando, y lo mds elemental, hablando gené-
ticamente. Si existen tales relaciones deberd haber tres clases de
estructuras elementales, irreducibles entre si y que aparecerdn como
casos particulares o “representaciones” de las estructuras algebrai-
cas, de orden y topoldgicas”.

Parece que asi es, y que el andlisis de las primeras estructuras propiamente
operatorias que se constituyen hacia los 7-8 aftos, que ofrecen ya formas relati-
vamente equilibradas muestra

1)  Estructuras relativas a objetos (y no relaciones) manipuladas mediante
operaciones reversibles (grupos con elemento neutro);

ii) Estructuras relativas a relaciones invertibles en el sentido de la relacién
inversa;

iii) Operaciones en las que los elementos no son agrupados en funcién en
de sus semejanzas, sino de su posicién, y que habria que relacionar con
intuiciones topolégicas de nivel elemental.

Esto plantea el problema metodolégico de saber en qué medida las estruc-
turas que se atribuyen a las acciones y operaciones del sujeto estan realmente
en éste o son puestas por el propio psicélogo; segin P. Gréco, citado por
Piaget,

“Nihil est in intellectu quod non prius fuerit in psychologo”.

De este modo el trabajo de Piaget y sus colaboradores vendria a dar una
base genética a las estructuras bourbakistas y a sus formas de combinacién y
funcionamiento.

Dice Piaget que

“Las matemdticas, una vez promovidas al estado de ciencia reflexiva y
deductiva, no proceden de otro modo: estando en posesion de las
estructruas madre en sus formas inicialmente mds intuitivas e implici-
tas, y de los ndmeros “naturales” y de operaciones geométricas no
menos naturales, han podido comenzar con la ciencia griega mediante
una axiomatizacion de esos logros espontdneos infinitamente mds rica
de lo que se pensaria sin el andlisis genético, y permitirse una nueva
serie de abstracciones reflexivas en un nivel superior de formulacién y
no solo de accion”.
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En esta linea de abstracciones reflexivas que van subiendo escalones suce-
sivos en la via de la abstraccion hay que sefialar que Piaget (y alguno de sus prin-
cipales colaboradores, como S. Papert) se ha ocupado de la llamada “teorfa de
categorias”, creada por los matemaéticos Eilenberg y McLane hacia 1945, en la
que manejan objetos formados por “clases” (conjuntos, grupos, espacios topolé-
gicos, etc.) junto con las correspondientes funciones o “morfismos” entre ellas
(funciones, homomorfismos de grupos, funciones continuas, etc.) y en la que
nociones como subestructura (subconjunto, subgrupo, etc.) estructura producto,
estructura cociente, isomorfismo, etc., son presentadas en un plano superior de
generalidad. Seguin Piaget, estas categorfas no han sido construidas ya a partir de
las estructuras madre, sino de los mismos procedimientos que han permitido ais-
larlas; es decir, que las nuevas estructuras no proceden de los “entes” obtenidos
en las operaciones anteriores sino de las mismas operaciones consideradas como
procesos de formacién. S. Papert considera entonces que las categorias respon-
den a las operaciones del matemético mds que a las de la Matematica:

“Se trata de un nuevo ejemplo de esa abstraccion reflexiva que extrae
su substancia no de los objetos sino de las acciones ejercidas sobre
ellos ( incluso cuando los objetos anteriores eran ya ellos mismos pro-
ductos de dicha abstraccion) y esos hechos son preciosos en cuanto a
la naturaleza y al modo de construccion de las estructuras”.

Sefialemos igualmente, aunque ello no tenga para nosotros un interés pri-
mordial, que la nocién de grupo desempefia un papel muy importante en el tra-
bajo de Piaget y sus colaboradores. En particular, es bien conocido el grupo de
cuatro elementos que suele llamarse grupo INRC o “grupo de Piaget” y que le
permite realizar la sintesis en un sistema dnico de las inversiones y las recipro-
cidades.

Pero la nocidén general de grupo es igualmente fundamental en el sentido de
que es un principio de coherencia dotado de autorregulacién y que incluye algu-
no de los principios bésicos del racionalismo: el de no-contradiccién, encarnado
en la reversibilidad de las transformaciones; el de identidad, dado por el ele-
mento neutro; y el correspondiente a la asociatividad, segin el cual el resultado
final resulta ser independiente del camino recorrido, lo que hace posible la cohe-
rencia del espacio y su construccién. Aqui Piaget establece la relacién con el
Programa de Erlangen de F. Klein considerado anteriormente, y a la pregunta de
si la geometria elaborada espontdneamente por el nifio sigue el orden “histérico”
(es decir, de la geometria euclidea a la proyectiva, y de ésta a la topologia) o el
de construccion “tedrica” (de la topologia de las geometrias cada vez menos
generales) contesta diciendo que estd mucho mds préxima a la segunda.
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5.- BOURBAKI Y LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS
MODERNAS

En torno a 1957 varios de los paises mas avanzados del mundo occidental
modificaron los programas para la enseflanza de las matemadticas en la primera
y segunda ensefianza, y lo hicieron en un sentido que resulté mucho mds lla-
mativo y discutido de lo habitual en tales casos. (Hubo, de todos modos, dife-
rencias importantes en cuanto a la fecha y a los contenidos). No solo se modifi-
caron los temas incluidos en los programas sino también el modo de organiza-
cién y presentaciéon de muchos de los que se conservaban: muchos de estos cam-
bios cristalizaron alrededor de los “conjuntos”, sin duda la palabra clave, sim-
bolo y resumen de la reforma. Se ha hablado mucho acerca de las razones que
llevaron a hacer estos cambios, y entre ellas se ha mencionado la de que el éxito
de los soviéticos al conseguir colocar en 6rbita el primer satélite hizo cundir el
miedo a que los paises de este lado del telén de acero quedaran atrasados si no
introducian mdas y mejor ciencia en sus programas. Es dificil contestar de mane-
ra definitiva a preguntas como éstas, pero parece —a falta de una historia siste-
mdtica que cubra todos los aspectos del asunto— que no hay que excluir que esa
fuera, al menos, una de las razones para un cambio que otras circunstancias,
como el propio desarrollo de las matemdticas (del que ya hemos hablado antes)
ya venia exigiendo: el Sputnik habria hecho, entonces, de catalizador de un pro-
ceso que ya estaba en marcha.

Tal proceso comenzé y alcanzé un desarrollo especialmente amplio en
Francia, y también en algunos otros paises como Canadd, Suiza, Bélgica,
Holanda, etc., para extenderse a continuacion a otros paises europeos; incluido
el nuestro, donde, como tantas otras veces, todo llegd con retraso y se impuso
por decreto y sin preparacion alguna. No hay que pensar, de todos modos, que
no hubiera dificultades, y muchas, en los lugares antes citados. Se diria que la
influencia fue mucho menor en los Estados Unidos, debido seguramente a las
particularidades del sistema americano, y algo parecido sucedié, aunque por
motivos diversos, en la Unién Soviética, pais de muy buen nivel matemadtico. La
introduccién de estas “matematicas modernas” dio lugar a muchas discusiones,
protestas de padres y de profesores: por una vez, las matematicas fueron objeto
de atencién por parte del gran publico y de algunos medios de comunicacién.
Que ello fuera util o no es cosa que no trataremos. El proceso, que duré6 entre
quince y veinte aflos, segun los sitios, fue detenido de modo bastante abrupto,
suprimiéndose muchos de los cambios introducidos y elimindndose en particu-
lar casi por completo el lenguaje de los “conjuntos”. El sentido y contenidos de
este nuevo cambio escapan del tema de esta conferencia, por lo que no entrare-
mos en ellos.
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Como es sabido Francia tenia —empieza a ser necesario hablar en pasado,
aqui y en otros asuntos— algunas tradiciones sélidamente asentadas, entre ellas
la de una escuela publica (la de Jules Ferry) y unos liceos bien organizados y de
buen nivel dentro de un sistema fuertemente centralizado; ademds, habia (y hay)
una tradicién matemaética importante, llena de nombres gloriosos, consolidada y
muy presente dentro del sistema educativo. Las matematicas, por otra parte, han
tenido un papel muy decisivo en los examenes de ingreso a centros universita-
rios de élite como la Escuela Politécnica o la Escuela Normal Superior. No es de
extrafiar, entonces, que fuera uno de los centros de la reforma. Mas puede sor-
prender el papel de los otros paises antes citados, con tradiciones matemaéticas
recientes menos importantes -aunque en absoluto desdefiables- y quizé haya que
conceder mayor importancia al peso de la organizacién escolar propiamente
dicha, y en especial a la influencia de algunos grupos pequefios situados en la
vanguardia de las investigaciones didécticas. Desde nuestro punto de vista, es
bien sabido que durante mucho tiempo Francia fue una de las referencias cultu-
rales bdsicas para Espafia, en ocasiones la decisiva : aqui también, desde luego,
hay que empezar a hablar en pasado. Y lo dicho es especialmente cierto en cuan-
to a los planes de estudio para los niveles primario y secundario, aun a pesar de
las diferencias entre los correspondientes regimenes politicos.

Pasamos a continuacién a intentar precisar un poco la relaciéon de los
Bourbaki y sus estructuras con los contenidos y las formas de exposicién pro-
pias de las “mateméticas modernas” y que, con mds o menos razén, han sido
entendidas como una ruptura con la matematica tradicional, con “la de siempre”.
Hay muy pocas declaraciones explicitas de los miembros de Bourbaki, y las que
hay (debidas sobre todo a Dieudonné) muestran una distancia considerable con
respecto a los aspectos concretos de la reforma —cambios en los programas,
métodos de enseflanza, formacién de los profesores, papel de la psicologia
(sobre todo la de Piaget), etc. y de la relacion que éstos puedan tener con sus
escritos. Si es posible, por el contrario, intentar extraer las consecuencias impli-
citas en textos de alcance mucho més general, aunque de todos modos dirigidos
al profesorado: un buen ejemplo de ellos es el libro “Algebra lineal y geometria
elemental”, en especial su largo prélogo, del que hay traduccién castellana. Por
el momento nos limitaremos a ver cual es el papel que se adjudica a los Bourbaki
en dos libros de autores estrechamente ligados a la reforma.

El primero se debe a J. Kuntzmann y era, cuando se publicd, uno de los
pocos dedicados al estudio de la evolucién de la ensefianza de la matematica. No
se han publicado muchos después, y por ello, pese a sus deficiencias, sigue
teniendo interés, al menos como fuente de informacién documental. Su descrip-
cién de la sintesis bourbakista no es muy feliz, no ya por cometer errores de
bulto como decir que hay una tinica estructura madre —los conjuntos— y que
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todas las otras deben ser consideradas como intermedias, sino porque la exposi-
cion del papel de la estructuras es mucho mas deficiente que cualquiera de las
mencionadas en esta conferencia. Se alaba la capacidad de unificacion cultural
que proporciona la nocién de conjunto, sobre todo para los estudiantes mds dota-
dos, asi como su utilidad para formalizar situaciones que se presentan en el tra-
tamiento de la informética

Mais interesante es la informacién que da cuando analiza la evolucién de la
ensefianza de la matemadtica en Francia. Segun su periodizacién, las “matemati-
cas modernas” aparecen en el intervalo 1957-1972, cuyas tres caracteristicas
principales son la toma de conciencia de la rapidez de la evolucion, tanto en lo
que se refiere al progreso técnico como al niimero de alumnos, la victoria de las
“matemdticas modernas” y la abundancia de cambios de todo género. Las
“matemadticas modernas” son presentadas como una especie de movimiento mds
o menos homogéneo surgido entre los profesores de unos cuantos pafses y del
que la reunién de la O.C.D.E. de Royaumont en 1959 constituiria un punto de
referencia. Este movimiento afirmaria

- que la finalidad de la ensefianza de la matemaética es la presentacion de la
matematica
- que la matemdtica es la sintesis bourbakista.
- que esta ensefianza debe estar unificada desde la escuela maternal hasta la
universidad.

Otra declaracion de principios orientada en la misma direccién es la que
sigue

*“... la concepcidn constructiva, axiomética y estructural de las matema-
ticas, fruto de la evolucién de las ideas, se adapta “como un guante” a
la formacién de la juventud de nuestra época”.

Este movimiento se presenta en Francia como una violenta reaccidon contra
el estado de cosas anterior, con duros ataques contra los programas antes en
vigor y elogios indiscriminados, y a menudo acriticos, hacia todas las innova-
ciones introducidas. Kuntzmann recoge igualmente una cierta cantidad de textos
tomados de las circulares ministeriales destinadas a la implementacién de la
reforma : de ellos es posible entresacar citas insistiendo en la “potencia del razo-
namiento deductivo”, ofrecer una enseflanza “orientada hacia la abstraccion” y
presentando la geometria como “una construccién matemadtica... en la que estin
en primer plano las estructuras algebraicas... y topoldgicas”.

André Revuz, que fue uno de los defensores mas inteligentes de la reforma,
expone el punto de vista bourbakista de un modo mucho mds satisfactorio, lo

73



L SEMINARIO «OROTAVA» DE HISTORIA DE LA CIENCIA - ANO [V

que hace que sus excesos sean precisamente por ello mds significativos. Insiste
en la unidad de la matemadtica y en su caricter dindmico, lo que permite adap-
tarse a situaciones nuevas y no previstas. La importancia de las estructuras es
bien presentada, insistiendo en la importancia de la linealidad. Presenta a
Bourbaki en su contexto, dentro de la evolucién reciente de la ciencia matema-
tica, y asegura que su aparente dogmatismo se ve atenuado por las modificacio-
nes que se hacen en las sucesivas ediciones de sus libros, afirmacién que no es
facil compartir. Le parece sencillamente impensable la vuelta a lo anterior y
muestra grandes esperanzas en la evolucion futura de la matemdtica, citando
como ejemplo las posibilidades ofrecidas por la teoria de las categorias, algo
muy de la época. Su postura ante Bourbaki es inequivoca

“Para los matemdticos de mi generacion, la obra de Bourbaki es una
respuesta a una necesidad mds o menos expresada y sentida, y nuestro
agradecimiento a aquellos que, con diez afios mds que nosotros fueron
sus promotores, no terminard nunca,; ellos nos abrieron las puertas de
la tierra prometida’.

Otra presentacion del pensamiento de Bourbaki, también claramente favo-
rable, ha sido hecha por G. Choquet, matemdtico francés de primera fila muy
interesado por la ensefianza, y autor en particular de trabajos sobre la de la geo-
metria. Pone en relacién la sintesis bourbakista con la de Descartes y muestra el
papel del método axiomaético y las estructuras en la organizacién de la matema-
tica, incluyendo el Andlisis :

“De este modo, el Andlisis se presentaria como un mundo cuya com-
plejidad nos recordaria de algiin modo la de la vida, mientras que el
Algebra seria por el contrario algo asi como un mundo mineral, cuyas
bellezas estarian constituidas por cristales de formas puras”.

Choquet examina el papel del método axiomadtico con las virtudes que le
atribuyen los bourbakistas, pero previene también de sus peligros: si los sistemas
axiomdticos son las mdquinas-herramienta de la matemaética, hay que vigilar que
su rendimiento sea satisfactorio.

“Se plantea pues el problema urgente de saber cuales son los sistemas
axiomdticos dtiles. Seguramente no existe ningun criterio absoluto que
nos permita decidir de un modo definitivo, pero si admitimos que “no
hay que matar moscas a cafionazos” parecerd razonable admitir que
una teoria general estard justificada solamente si sirve para revelar
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relaciones inesperadas y fecundas entre teorias que hasta entonces
habian estado totalmente alejadas, o si nos da la solucién de algiin
problema que ain no estaba resuelto. Por otro lado, el que una teoria
general se aplique a numerosos casos particulares no indica que sea
util, porque muy bien podria suceder que la luz que arroje sobre ellos
sea demasiado escasa”.

Los sistemas axiomdticos deben pues pasar un examen y el criterio para
hacerlo es que contribuyan a los grandes problemas de la matemadtica. También
aqui se muestra Bourbaki discipulo fiel de Hilbert, quien no fue solamente maes-
tro de la axiomaética sino que usé también esas ideas para resolver algunos pro-
blemas muy importantes, pero también muy concretos de la matematica.

Otro gran matemdtico francés, René Thom, se muestra mucho menos entu-
siasta ante los Bourbaki, y sus discrepancias con Dieudonné han sido abundan-
tes y notorias. Para €l

“La vieja esperanza de los bourbakistas de ver surgir las estructuras
matemdticas de la jerarquia de los conjuntos, de sus subconjuntos y de
su combinatoria, es sin duda una quimera’.

Thom ha criticado extensamente la reforma de las “matematicas modernas”
en muchos de sus aspectos, y sus criticas han tenido eco. Ha insistido mucho en
el apoyo que han buscado los partidarios de la reforma en los Bourbaki: puesto
que las estructuras y los conjuntos son la base de la matematica, y todo el resto
se construye a partir de ellos, lo que hay que hacer es ensefiar tales cosas a los
nifios tan pronto como sea posible y hacerlo de manera explicita:

“Si conseguimos hacer explicitos y conscientes los mecanismos impli-
citos del pensamiento, estos mecanismos funcionardn mds fdcilmente”.

Thom no se muestra en absoluto de acuerdo con este modo de proceder, del
que hace abundantes criticas tanto desde las mismas matemadticas como desde la
psicologia del nifio. La comparacién con el psicoandlisis, donde el paso de lo
implicito a lo explicito desempeiia también un papel importante, es otro de sus
argumentos.

6.- CONCLUSION

En lo anterior hemos expuesto muy resumidamente la evolucién de la
nocién de estructura matemética, hecha desde el punto de vista de la formula-
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cién de los Bourbaki, que ha tenido una aceptacién bastante amplia dentro de la
vida académica contempordnea. En lo que sigue se hace un rapido balance de su
influencia, sobre todo en lo que se refiere a la ensefianza de las “matemaéticas
modernas”.

En cierto sentido, la principal influencia —ampliamente reconocida por los
interesados— sobre Bourbaki, fue la de la gran escuela alemana del Gottingen de
la época de Hilbert, cristalizado en un libro famoso y justamente afortunado, el
Algebra moderna escrito por el entonces jovencisimo B. L. van der Waerden
(nacido en 1903, y muerto muy recientemente) en 1930 y que durante los cua-
renta aflos siguientes fue el texto de referencia fundamental en la materia. Como
se sabe —y el autor reconoce— debe mucho, muchisimo, a los grandes del
momento, a E. Noether, E. Artin,... Este libro extiende la concepcién general de
Steinitz a todo el dlgebra y, a 1a vez, cambia el punto de vista: nunca hasta enton-
ces se habia dado tan poca importancia a la resolucién de las ecuaciones alge-
braicas.

El afin sistemético de Bourbaki cuidando extraordinariamente tanto la
eleccion de la terminologia y las notaciones —con notable éxito esto ultimo,
dicho sea de paso— como la generalidad de las pruebas, nunca omitidas, tiene ese
origen.

Segin Leo Corry, que ha estudiado a fondo el papel de las estructuras en
Bourbaki:

“La formulacion abstracta de los conceptos algebraicos era una condicion
necesaria para la aparicion del enfoque estructural representado por el Algebra
Moderna, pero si intentamos enumerar las diferencias entre ese libro y un texto
como el de Weber encontraremos que hay mucho mds. El enfoque estructural
del dlgebra de van der Waerden es reflejo de una imagen del dlgebra : alli se
establece tdcitamente qué cuestiones son importantes en dlgebra, cuales son las
respuestas adecuadas a esas preguntas, cuales son los métodos adecuados para
obtenerlas. Esta imagen del conocimiento fue pronto la aceptada por los alge-
bristas, aun cuando no se hubiera articulado ni sugerido ningiin concepto for-
mal de estructura algebraica en el libro de van der Waerden o en otro lugar pre-
viamente. La busqueda de este concepto formal fue una consecuencia a poste-
riori del surgimiento de la concepcion originada por la imagen informal, y
Bourbaki fue uno de los participantes en esa biisqueda”.

Corry ha hecho igualmente una critica muy detallada de la presentacién téc-
nica, presuntamente rigurosa, de la nocion de estructura en el capitulo corres-
pondiente de los Elementos de Bourbaki, critica que desbordarfa los limites de
estas paginas.

Otras criticas vinieron de Hans Freudentahl, otro gran matematico muy inte-
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resado por la ensefianza:
“El ejemplo mds espectacular de organizacion de las matemdticas es,
desde luego, Bourbaki. ;Qué convincente es su organizacion | Tan con-
vincente que Piaget pudo volver a descubrir el sistema de Bourbaki en
psicologia evolutiva... Piaget no es matemdtico, de manera que no
podia saber cudn poco hay que fiarse de quienes construyen sistemas
matemdticos”.

Una primera conclusién es que en lo que se refiere a la evolucion, tanto psi-
colégica como matematica, los trabajos de Piaget y sus colaboradores parecen
apoyar la frase de Hadamard citada por Bourbaki : “Las ideas sencillas son las
ultimas en llegar”. La descripcion de las dificultades halladas en ambos recorri-
dos es algo que todavia no ha terminado de ser estudiado con la profundidad que
merece.

Otra es que las criticas de Thom, Corry, Freudentahl y otros pueden ayudar
a relativizar las estructuras y su papel en el trabajo cotidiano del matematico.
Este lenguaje es un instrumento muy util en la exposicion y, en general, en la
comunicacién. El compositor Arnold Schoenberg, a quien Cocteau acusaba de
ser un “musico de encerado” por su sistema dodecafénico, decia que ““ no he des-
crito mi forma de trabajar como un “sistema”, sino mds bien como un “méto-
do”, como una herramienta de compositor y no como una simple teorfa” y que
“cuando compongo procuro olvidar todas mis teorfas y no empiezo a escribrir
hasta que me he liberado de ellas”.
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